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Introduccion

¢Qué hacer con alumnos que vienen desde el sistema tradicional"/

Si los alumnos usaron los métodos escolares tradicionales
durante su etapa de primaria, la transicion a los métodos
de este libro puede ser un poco dificil. Puede que esos
alumnos no hayan tenido la oportunidad de desarrollar
ciertas habilidades y actitudes que son esenciales para
beneficiarse de los métodos activos. Por ejemplo:

Plantear preguntas propias. — Los alumnos del sistema
tradicional a menudo se acostumbran a que el sistema (o
el profesor) hace las preguntas, y también dicta las
respuestas. Asi que la resolucion de problemas se reduce
a repetir las respuestas o "recetas" que ya se dieron/‘/
anteriormente a problemas similares.
El aprendizaje activo, en cambio, anima a los aIumnos, a

plantear preguntas propias. Ya que no existe un currldugj\

estrictamente determinado, el aprendizaje puede seguir
camino sefialado por las preguntas de los alumnos. .~
Por ejemplo, unos alumnos se proponen como proyecto,
construir de cartulina unos modelos de awoneé a escala. /
Descubren que para cierto modelo necesitan oonstrLur un/
cilindro cortado de manera oblicua. Entonces\ surgen hs
preguntas: ;Qué figura geométrica forma el corte? ;Cémo
se la puede construir con exactitud? ;Y qu;é atiene la
linea de corte en el cilindro desenrollado7 {Chmo se‘ra
puede construir? — Las respuestas camplet S (Ellp
funcion seno) conducen a temas mgé alla del urrlculo/
oficial" para esta edad. (En la serie i)r sente de libros, sé
tratan en el tomo de Secundaria II >Pero~puesto que los
alumnos estan motivados por su prop\e\mt\% no hay
problema en anticipar algunds de estostemas-para
responder a sus preguntas. No\e sitamos limitarnos poF..
un curriculo predisefado. / -

Curiosidad investigadora. — Los nln\o§ SON™EUriosos por \
naturaleza. Quieren |nvest|garkexper|ment\\de
El sistema escolar com/ehqon\ba menudo aﬁag) esa |
curiosidad, porque ,obllga a}\lumno a memorlzar/
respuestas a preguntas que nunca h{ZO y~en cambio
impide investigar la preguntas que sNe |nt\resah ASI
que un alumno del sistema convencional, si au@re volver
a un método a;xﬁvo nece\r(a\ 'des erar su curipsidad
perdida. / S

En el campo[ée la mate tlca podemos co\ntn ir a eso,
sefialando uﬁag propleda s-.sorprendentes de los
ndmeros, o unos™ “frucos" con \étsdos resultados
inesperados. Eso pued\anlmar nuevamenté al alumno a
admirarse, a preguntar y aﬁn\estlgar. ;De dénde viene
eso? ;Por qué es eso asi? (Recordemos/que la pregunta
mas importante en la matematica es™¢l por qué.) — Asi
podemos devolver a la matematica un elemento de
suspenso, sorpresa, y hasta de "aventura". Diversos
problemas de investigacion en este libro pueden ayudar
para este fin.

s

/

~.
.

-

para educadores

/ S~

/

Relacwm{( los conc RTS matematlcos ‘con situaciones
y objetos concretos. s\a~lumnos que €n la etapa de
Primaria apren con metedos activos/ adquieren mu-
chas/éxperleﬂqas practicas con |QS = ceptos matema-
tlcoS Miden y ;)\esan ob)\etos construyen figuras geomé-
trycas hacen negp comparan recios y llevan una
¢ontab dad\etc {os aluthS q\e asaron la primaria en

4/ /el sistem hvenaonal pueden-téner necesidad de hacer
tales experienci \ntes que puedan proseguir a los
/ \eptos mas abstr, os\de I matematica.

eathdch\— Al soluciopar un problema novedoso,
nec%s(cgmos cre\n\gplad pdra inventar y probar diversos
caminos “posibles, hasta /encontrar uno que "funciona”.
Los métodos convencionales a menudo desaniman esa
cr\ea.th/idad, porqhe\insisten en que el alumno use el
proced$mi§nto prescyito por el libro o por el profesor. Hay
que devoIVéif\a log alumnos la libertad de imaginar y
/.Jproba( soluciones/novedosas. Puede ser mas facil, hacer
eso primero en el campo del arte. Incentivemos a los
alumnos a trear obras de arte propias, que no estén
_limitadas ppr muchas condiciones establecidas de
/antemano. Despues les sera mas facil, "trasladar" su
creat|V|dad/redescub|erta al campo de la matematica.

\\A,Lrgndi?aje colaborativo. El sistema convencional

"\po\_n\e mucho énfasis en la competencia: quien es el méas
, quién saca la mejor nota, etc. El aprendizaje activo
fungiona mejor en un ambiente de colaboracién mutua:
dgnde los alumnos que saben mas, ayudan a los que
aben menos; o donde un grupo de alumnos se une para
investigar juntos algin problema matematico. Para
alumnos que vienen del sistema convencional, puede ser
un desafio, acostumbrarse a un tal ambiente de
colaboracién. Trate de juntarlos con unos alumnos bien
motivados que ya estan acostumbrados a los métodos
activos; ellos pueden hacer el papel de mentores para los
alumnos "nuevos".

Estudio independiente. — Por el otro lado, los métodos
activos incentivan a los alumnos también a ocuparse
durante bastante tiempo con un material o un problema,
sin ser constantemente "arreados" por un adulto. Los
alumnos que vienen del sistema convencional, podran
necesitar bastante tiempo para desarrollar la iniciativa
propia que es necesaria para trabajar y estudiar de esta
manera independiente.

- A los alumnos que vienen del sistema convencional,
tenemos que brindarles un ambiente que les facilita
adquirir estas habilidades y actitudes mencionadas. Unas
pautas ya se dieron en las descripciones anteriores. Otras
estrategias posibles son:
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Deles un tiempo de "desintoxicacion".

En el drea de la matematica, eso significa que permitimos
al alumno por algin tiempo no hacer nada de mate-
maética, excepto si el alumno por si mismo lo desea. Eso es
particularmente importante para alumnos que sufrieron
alguna forma de "trauma matematico, y asocian la
matematica con experiencias dolorosas o de fracaso.
Como regla general, se dice que se necesita aproximada-
mente un mes de "desintoxicacion" por cada afio que uno
pas6é dentro de un sistema inadecuado. Por tanto, un
alumno que pas6é toda su primaria en el sistema
convencional, puede necesitar mas de seis meses hasta
que podra asimilar los métodos nuevos.

Los alumnos pueden aprovechar este tiempo de "desin-
toxicacion" para hacer cosas que les gustan y que en el
sistema convencional no se valoran mucho, tales como /
trabajos manuales y artisticos, deportes, aprender nuevos/
juegos, actividades que fomentan el compafierismo co/m’/
otros alumnos, acompafar a personas adultas en g,ds
trabajos, etc. Asi recuperardn su desarrollo en algynhas
areas que se descuidaron anteriormente. Es posible que_
algunos alumnos necesiten bastante tiempo hasta—que._
logren descubrir sus intereses y talentos genuinos.

/
/

Trabajen primero con el libro de Primaria ll. /
Las actividades del libro de Primaria Il perrhlten é@s/
alumnos adquirir los prerrequisitos necesarips para el

/\\

/

-

olvidar. Como resultado, muchos alumnos entran al nivel
de Secundaria sin cumplir los prerrequisitos basicos, tales
como saber IaS\{abIas de multiplicacién, saber efectuar
una division/ Iarga “carrectamente, o entender las
propledade;i basicas del srstema deC|maI y de las
fracciones/ N —
Para taIeS\unmnos\sR beneficioso, trapajar primero
todos los temas_del libro™~de ﬁrlmarla Il —/con excepcidn
del Ultimo_ bloq\ue\(VIII) cuyos te s ge repiten en el
tomQ/presenté\Eso ‘ha_significa qhe tengan que llevar a
caﬁo todas las activida sugerldas Sera suficiente que
f}éganﬁﬂ%da upidad-e_tema tanfas actividades como
Sea necesarig para dominar\el\t\ , escogiendo aquellas
4 actividades que sen. de mayor ayuda para ellos. Tenemos
s alumnos estan ahora en una
a spertar su razonamiento
stracto, “y._eso itirda comprender muchos
conceptos mat méticos mgjor y mas rapidamente que
cuand<>\e(§n alumrbs\d primaria. Por tanto, para la
~._ mayoria de estos alumnos deberia ser posible trabajar los
as del libro~.de Primaria Il dentro de un afio
aproximadamente. cuando lo hayan terminado,
entendienda lo que hacen, estaran al nivel de un alumno
promedio del 72.g/incluso del 8° afio del sistema conven-
cional;\exgepto unos cuantos temas como el algebra, que
se pueden\lwtroducir posteriormente.
ellos alqmnos que dominan bien las operaciones

e

nivel de Secundaria, usando métodos actives, Alinque ese p
. L s ba5|ca podran limitarse a aprender brevemente las
libro indica que es para alumnos de/"9 a>12™afos-

. " L / técnicas def abaco y/o del material de canje, y por lo
aproximadamente", eso no significa que sus Actividades /" demas /ar or alto los Bloaues | v Il del libro de
estén por debajo del nivel de un aIurﬁno de43 6 de 15 pasar p q y

afhos. Varios de sus problemas de mvﬁstlgaaon pr sentan
un desafio fuerte aun para alumnos~de secundaria,
incluso para muchos adultos. Alguno emas-de ese lib
casi no se tratan en el sistema tonvenaona\ %\que de
todos modos seran nuevos para los alumnos:. Efectugr
construcciones geométricas; ahalizarjuegos de estrategla
realizar investigaciones proplas y Otros.
conocidos, pero se mtro{ucen con\ml enfoque mas \
practico y concreto; por, eJemRo las operaaoqes a5|cas |
con numeros grandgs. &l \IQs alumnos godran /
acostumbrarse a Ios/ métodos-activos, sin tener que/
aprender al mlsmo}uempo unos c&t@eptos @tematlco/s
nuevos. —

La mayoria de los_ prbg\ram:kx:onvenaona]és avanzan
demasiado rapldo en el\ﬁvel de\\Rr\marla Intrgducen
temas avanzados tales comd expre\S\nKalg braicas,
ecuaciones, potenaas y raices, etc, que la ia de los
alumnos de pnmana todavt Mpueden eéntender. En
cambio, tratan Ios\chceptos fun \en\ale de manera
muy breve y muy teorlcN a5| los alumnos los vuelven a

r(;\

\\P{imgrie/ll Se recomienda que si hagan los experimentos
e\mvestlgaC|ones relacionados con multiplos y divisores
(Blogue I1), unas actividades con el material de fracciones
y Jlas investigaciones relacionadas (Bloque V), las
investigaciones acerca de los nimeros decimales (Bloque
), que practiqguen unas construcciones geométricas
(Bloque VI), y hagan unas investigaciones adicionales
(Blogque VII). Después de eso deben estar en las
condiciones de comenzar con el tomo presente sin
mayores dificultades.

Durante este proceso de transicion, los alumnos del
sistema convencional pueden reaccionar de distintas
maneras a esos métodos "nuevos”. Vea el apartado
"Desaprender para volver a aprender” en el libro de
Primaria Il, p.19.

Si usted mismo(a) nunca trabajoé con los libros de Primaria
de esta serie, por favor lea también la "Introduccidon
pedagdgica” del libro de Primaria Il. Alli encontrara
explicaciones adicionales acerca del uso de estos
métodos, y unas pautas pedagdgicas adicionales.

i

¢Como usar las unidades de aprendizaje en este libro?
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Viajes guiados, investigaciones, y viajes de exploracion

Si deseas conocer un territorio nuevo, hay varias
maneras de hacerlo. Puedes lanzarte a la aventura y
explorar los caminos por cuenta propia. O puedes
conseguir un mapa y explorar el territorio con la ayuda
del mapa. O puedes contratar un guia y seguirle por
donde él camina. Cada forma tiene sus propias
ventajas y desventajas.

Lo mismo para los nuevos “territorios matematicos".
Puedes investigar por tu cuenta, o puedes dejarte
guiar por alguien. Este libro provee desafios de ambas
clases.

Muchos temas se introducen en la forma de un "viaje

quizés unas demostraciones de por qué eso es asi, te/
ensefia unos procedimientos, y te da unos ejercicigs

para aplicarlos. <

.
Otros temas aparecen dentro de un desaflo deJ
investigacion. En un problema de mvestlgagén no™.,
puedes simplemente aplicar un proced|m|ent¢ y llegar /

a un resultado. Primero tienes que descubr|r4as Ieyesy/
propiedades matematicas que estan
dentro del problema. Y probablemente 'ﬂenes que
inventar tus propios procedimientos pa Iﬁg@r ala
solucién. En algunas investigaciones n/czﬁ/ sabrais cual-es”
realmente su "tema", hasta que ha)//,as des ubler/t%

respuesta. / Y Y

“

. . . L / eqlaciones cuadraticas;
guiado": E| libro te explica los principios, presenta / RS

escondldasy

e cbmo

Esta es ung~forma mas exigente de aprender
matematica. Reqwere\m@yor esfuerzo; pero también te
provee la /emocién de exbwlorar lo desconocido. Y
cuando llegues awla solucién, nO\La olvidaras tan
pronto, porque fue tu\pgp@ descubrimiento.

Algunas _investigaciones més Iargwag se/llaman "Viajes
de e)?plorahon Un_viaje de exgloraaon abarca un
teyi{a mayor, } cor?tlene diversos problemas de
mvestlgac_lon seguidos:. EoNgJempI encontraras viajes
/de exploracion acerca de fas\iey s que gobiernan las
\potenaas acerca~d\ las reglas e divisibilidad; acerca
/ egs areas de™fi m{ge étricas; acerca de las
otros. Algunos de esos viajes
e cuenta\n\tamblen algo acerca de la historia de los
prlﬁ*re\ros descuBmiores d¢ esos temas.

En aIguneT& Unldades odras elegir entre un viaje
\gulado y un viéje\de exploracion. Si eres valiente y te

gusta\razonar por; ti mismo(a), elige el viaje de

exploracion, Si te sientes inseguro(a) y necesitas
_instrucciones pasp por paso, elige el viaje guiado. — O

puedé‘s\a egir una forma intermedia: Comienza con el
viaje de e\gloracién y avanza hasta donde puedes. Si
q\das en algin lugar y no tienes mas ideas de
seguir puedes saltar al viaje guiado. Este te
expllcara I¢s temas que se pueden descubrir en el viaje
[\\de explpfaaon. Cuando hayas recuperado tu animo,
YﬁodTéfvolver al viaje de exploracion.

.

ith Devlin, profesor de matematica en la Universidad

/N L \‘\\ de Stanford, dice:
- Primero y ante todo, to,ha suficiente tiempo N
investigacion matematica’no es una carréra a tiempo. \ "Nosotros los matematicos profesionales nos
Al contrario, requiere reflexionar pro ente. \ desesperamos por los sistemas escolares, que

Puede ser necesario qub\el\ema dé vuelta‘;\g} tu ,/
mente durante varyos dias ™ néluso semanas. Y/
entonces puede suceder quelas qun‘ce llegue en
momento menos erado: en una %che antes de
dormir, o al tra/bajaL en-la cocnqa\o al hacé\deporte
\cua\do tenia un
ron Io habia engar ado con

\\\
Asi le sucedlo a Arqwmedes
problema dﬁflal El rey

descubrir si su?e(ona era de FO-pUro; per sin dafar
la corona de ninguna manera: Uh\ a, cuando
Arquimedes  estaba tado en Ia bafiera,

repentinamente se le ocurrié~la solugién (la ley del
empuje, que hasta hoy se llama-/el principio de
Arquimedes"). La historia cuenta que Arquimedes se
emociond tanto, que corrid a la calle, desnudo como
estaba, y gritd: "jHeureka! jHeureka!" (jLo encontré!)

imponen estrechos limites de tiempo sobre los
examenes de matematica, y obligan a trabajar
rapidamente. La verdadera matemdtica requiere
tiempo."

Muchas investigaciones piden examinar las
propiedades de cierta clase de nimeros; por ejemplo
multiplos de 11; cuadrados perfectos; nUmeros primos;
etc. En estos casos se recomienda primero coleccionar
ejemplos. Estudia estos ejemplos detenidamente:
iQué se puede hacer con ellos (matematicamente)?
¢iCoémo se "comportan” los nimeros? Probablemente
haras unas observaciones interesantes.

- Otros problemas requieren que primero entiendas
bien la situacion. Para eso puede ayudar hacer
dibujos, diagramas, etc, y "jugar" con los datos que
tienes.
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- Usa tu creatividad. Intenta diversos caminos para
encontrar una solucién o explicacién. En temas con
ndmeros, puedes intentar hacer nuevas operaciones
con los numeros, que todavia no hiciste. En temas
geométricos, unas lineas auxiliares pueden revelar
nuevas propiedades. Si un camino no lleva a la meta,
intenta otro.

- Ordena y sistematiza tus observaciones: ;Dénde
observas caracteristicas similares? ;Puedes distinguir
distintos casos? ;Qué efectos tienen determinados
cambios en los datos? Etc.

- Pregunta por qué. ;Por qué se comportan los
ndmeros de la manera como lo observé? ;Por qué no
de otra manera? Intenta encontrar explicaciones /
l6gicas.

- Haz preguntas propias. El libro te guia con algunq«é
preguntas de investigacion, pero ésas no abarcan/el
tema completo. Si amplias el tema con pregun(as

propias, puedes hacer descubrimientos nuevos.
T~

- Aytidense unos a otros. Si hacen la investig, cién en \
equipo, compartan sus ideas. No tengan mledo de
decir algo equivocado; respeten los esf‘uerzo@//
todos. Aun una idea equivocada puede contribuir a
que mas adelante encuentren el camino correcto.

7

- Por el otro lado, recuerda que u[pré investigacion™
matematica significa llegar a la respyl/esta edlante\el
razonamiento propio. Si es un fema co CIdO y
encuentras la respuesta en aIgu?ra otra fuente dé
informacion (libros, profesores,Nn\te\er entonces
quizas sabes la respuesta, pero, ho la enty ndéraécon la
misma profundidad como si fo hubieras razonada_tu
mismo(a). NN

/

/ N\
\

Presenta tus resultados\ante un p\Bhgo \

|

Busca de vez en cuand6 una\obs(tunldad de preg\ntar /
ante otras tus~_resultados de una/

persoy\as
investigacion. El EJUthO no n%e&tan\s\ muchoé
puede ser tu familia, o unos amlgbsk VecinGs, o
compafieros. Es&\te \/a a é@aflar a expresar tus
razonamientos/ claraméﬂ\e\de rera que/ otras
personas pueden entenderlos. \\

Escribe con antlapaaod ©n resume\ en pocas
palabras, de lo due vas a ex n?er Eso/e ayuda a
mantener el orden duran\e la exposicign.

Usa unos medios wsuahss\ para/ ilustrar tus
explicaciones: formulas, diagramas. @ dibujos en la
pizarra; una presentacién de diapositivas en

computadora; o incluso un modelo hecho de cartulina
o0 madera.

b

\

Si hay nifios de primaria en tu publico, tienes un desafio
adicional: ;Puedes explicar tus razonamientos de una
manera que ellos-también pueden entender?

: .

/ .

// \\\\ .
{ A \

AN SO
Escribe un %pgorte d}iny)éstlgaaon

\
En ;aéte nlveL es ~bueno que\practhues también
expresarte por eSCFItO ote obllgs a ordenar bien tus
g
pensamf tos. )~
\\

/Un repMe mveshgaaon?na ematica normalmente
mntendra estas a\tex

1. Una\d\escrlpaon »roblema que investigaste. Si

s un problema del libro, puedes simplemente copiar o
resumir la(s) pregunta(s) del libro. Si es un problema
que tL’l\mismo plan}eas explica con claridad qué es
Jo que se req\ukre descubrir.

2. b‘na colecaon ejemplos; por ejemplo numeros
que cuﬁrp\en las / propiedades particulares que la

investigacion pi
e ™~

3. Una descripcién de observaciones interesantes que
se pueden\ hacer en los ejemplos: propiedades

/]\T\at\vas régularldades etc.

/4. Una/ exp}tcacwn o fundamentacién de las observa-
ciones. En el mejor caso, podras presentar aqui una
demest{aaon matematica de una o varias propiedades
q\ugdescubrlste. De otro modo, puedes simplemente

explicar por qué crees que aparecen las propiedades
observaste, aun si no puedes fundamentar

conjetura o tesis.)

5. Conclusiones. Resume brevemente los resultados
mas importantes de la investigacion: Férmulas,
procedimientos o leyes matematicas descubiertas;
soluciones de un problema especifico; etc.

Si la investigacion abarca varios problemas o
preguntas, habria que repetir estas partes para cada
problema.

Si conoces a alguien que tiene buen entendimiento de
matematica, puedes pedir a esa persona que revise tu
reporte y te dé sugerencias de cdmo mejorar. También
puedes presentarlo en el foro de discusion:

https://homeschoolperu.com/foro
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Ejemplo de un reporte de investigacion:
“Diferencias de nimeros al revés”

Problema: Escribe un nimero de tres cifras. Después
escribe el mismo numero con las cifras en orden
invertido. Calcula la diferencia entre los dos nimeros.

Haz lo mismo con algunos otros numeros de tres
cifras. Investiga los resultados. ;Qué propiedades
comunes tienen todos los resultados? ;Puedes explicar
el por qué de estas propiedades? ;Puedes establecer
una regla para predecir los resultados?

Mario, un alumno que todavia no aprendié dlgebra,
escribid el siguiente reporte:

'Ejemplos:

872 462 743 601 943 933 923(
-278 -264 -347 -106 =349 =339 =329

= .

Los ejemplos son bien escogidos. Al inicio, Mario
prueba combinaciones muy diversas. Los Ultimos
ejemplos, en camblo se distinguen Unicamente en las
decenas, y z/us resultadQs son iguales. (Hubiera sido
bueno sen)alar eso en "Mis obseQ/aaones )

Las expl{caaones 4&\ regla so? stante bien
expresadas\S lam ente\ﬁqlta;7 claridad en lo siguiente:
Donde Marlc?\ch "centenas’ -0 /'diferencia de
cente(nas , CS&K efiere. aI valor ab\sqluto de la cifra (por
ng plo 5),0asu vanersmlonaI (por ejemplo 500)? —
F/Lle byene, anadlf/wemhio con/numeros; eso ayuda
/ aclararte. ) \
~Mario us6 Ia ex "diferencia de centenas" como
r 'cmr\ para explicar su teoria. Eso
i &g que se explica y define
tlaramente “el_significado/ del nuevo término. Los
ma?em}éticos imenlan érminos técnicos todo el
tiempo, \'c\u(m\do investigan y describen un tema nuevo.

. .
. , . . "
\Un\detalle se le escap6 a Mario: Si tenemos "cien veces
la diferencia de las ¢entenas", y de eso restamos "una

504 198 396 495 594 594 594 | el ;
/ vez la diferencia/ de las centenas", entonces el
Mis observaciones: PN | / //resultgdo es exactamente 99 veces la diferencia de las
Todos los resultados tienen un 9 en el(med|o\:// ce.:nten}g\gor tanto, el resultado es siempre la
Las otras dos cifras siempre suman 9.\ diferencia entre las cifras de centenas y unidades,
\ /rﬁUmRhcada\ por 99.
/ ~_| S

Explicacion: /
En las decenas siempre se resta/é mismia cifra

Eso daria cero. Pero desde/ las uﬁrdq s
siempre nos prestamos 1. Por‘eso da 9, y otra
vez tenemos que prestanos t. Por eso
siempre hay un 9 en las decenas\ \

En las unidades se restan las misma cn‘?ag
como en las centenas, pero-al revés. Tenemas
una diferencia de cen)zéna‘sf\y\d SO restamos
la misma diferencia en las unic . Por
ejemplo si la dlferenc&de cente}as\ 5,
tenemos 500 -5 # ™~
Hay solamente/ 9 resuTt osxhstmtos uno
para cada dlferénua de centenas\ ~_

-

‘\

Regla: .y S

AN
Si conogemos la dlferéﬁaa c%xﬁs\cenyn/as

N
podem@s calcular N resultado “enter
diferencia~de las cen s\es la diferencia
‘en._e)/ primer
\\

entre centenés\y unida
Comentarios del experto acerca de este reporte:

/

ndmero. .

Es un reporte bastante bueno; aunque unos detalles se
pueden mejorar.

’En su’ "Re Ia" Mario dice que "podemos calcular el
/ resultado/entero”. Pero no explica cdmo se puede
Talglar Aunque no descubridé que es la "diferencia de
/las._centenas" multiplicada por 99, pero podria haber
/ escrito algo similar a esto:

"En el resultado, la cifra de las unidades es
10 menos la diferencia de las centenas; la
cifra de decenas es siempre 9, y la cifra de
las centenas es la diferencia de las centenas
menos 1."

- Un(a) alumno(a) con conocimientos de dlgebra
podria haber escrito una explicacion como esta:

"El nUmero original puede escribirse como
100a + 10b + c.

(a, b, c significan las cifras del nimero.)

Este nimero al revés es 700c + 10b + a.

Entonces la diferencia es:

(100a + 10b + c) - (100c + 10b + a)

100a + 10b + c - 100c - 10b - a

99a - 99c

= 99(a-c),

o sea 99 multiplicado por la diferencia entre

las cifrasay c¢."
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Unidad 6 - El sistema decimal y las pgtencias de 10

Prerrequisitos: T~
- Concepto del valor posicional en el sistema decimal (Primaria Il; y Unld(z/d 1 en este libro). ™ ~_
- Operaciones con numeros decimales (Primaria Il). < \\\\\_ \\\\
- Leyes de las potencias (Unidades 4 y 5). \\ AN /
Materiales necesarios: . \\ N /™
- Material de canje para el sistema decimal: Bloques en Base 10, Jz/pas deb@tellz}so fichas dé\cartullna con valores
posicionales aS|gna<1!as etc. / M\\
- Alternativamente: Abaco. O v ™ N

/ e

/N

= / . \
A D:‘[L » '*-_. / Para Faqer Si ya tie Un‘tablero posicional grande

n cartullna\a\ade las potencias de 10 para marcar los
valores posicionales corrgspondientes. Si no lo tienes,
fabrica ung nuevo. A ativamente, puedes dibujar el
Recuerda cémo funciona el tablero posicional: Ga\da /\\tablero posfbnal con tiza en la mesa, o en una pizarra
vez que pasamos una posicién hacia la izquierda, Ios echada sobre la mesa.
valores posicionales se multiplican por 10. Ento/es se > O puedeskhacer lo/ mismo con un abaco. Usalo por

Las potencias de 10 en el tablero posicional//

forma la sucesion de las potencias de 10. Eh vez de / columnas Verticajes, como hicimos en Primaria II.

escribir  "Unidades”, "Decenas", "Centeﬁas \etg///ﬁ&ma\las columnas con las potencias de 10
podemos rotular el tablero posicional asi: | . correspondi\entes

10 | 105 | 10* | 10 | 102 Nwl\ 10° /Usa\gn materlal de canje para representar unos

/ 1 ,nume/os en el tablero: Material Base 10, tapas de

4 0 6 5 2 /| o 8 / / botellas ¢on valores posicionales, o similar. O

S represept/a unos numeros grandes en el abaco.

Anteriormente hemos explicado e} valor d\numero/
P Eschbe los nimeros que representas:

4'065'208 de la siguiente manera . % /

h \ imero en un tablero posicional dibujado en el
4'065'208 = 4 x 1'000'00()/ \»\\ S /" cuaderno.
+0x 100'000 \\ espués de manera "normal” en cifras

+ 6 X -/ Finalmente, descompuestos por potencias de 10
+5x como en el ejemplo arriba.
+ 2 X i
Para practicar en el cuaderno:
+0x
+8X /™ Escribe los siguientes nimeros primero en un tablero

posicional, después de manera normal en cifras:

Ahora escribimos lo yhlsmo coﬁ {&teheks de 10: /

4065208 = /4)(106 ~_ 1)1x10‘; + 7x1035 + 5x1024+ 3x1013+ 3x1000
*Ox“tQ \\\ 2)9x10 +4x106+1x10 + 9x10 +1x102
/,+6sz\ \:\ 3)8x103+8x10 +8x104+8x102+8x101
e ~ \Q\ 4)7x1012+ 5x1056+ 3x10° + 2x10% +1x10
. +2x10 } \\\ 55x10'“ + 6x10
Jr\e\x 10" ‘\\\ / 0JO: ;Recordaste llenar con ceros las posiciones que no

estan ocupadas?
+ 8 x 1\09 P
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Ampliando el tablero posicional hacia la
derecha

Podemos hacer lo mismo con las cifras decimales. Al
pasar una posicion hacia la derecha, el valor posicional
se divide entre 10. Entonces, al lado derecho del punto
decimal tenemos exponentes negativos. (Recuerda lo
que aprendiste acerca de las leyes de los exponentes, y
los exponentes negativos.) Por ejemplo, el nimero
403.2205 se representa asi:

Para practicar en el cuaderno:
Escribe los  siguientes numeros en un tablero
posicional, y/descomKestos por potencias de 10:

6) 1 00456/ 9) 860 080008

7) 367.28 S 10) 201 907100

8) 0.00000265 \\

Escribe los siguientes num\eros primerg en un tablero
posmfonal dés;a\ues\de manera m\){mal en cifras:

1163x101 +2x,1/0»+\5%\10_ +9%107°2 +9x1073

102 101 100 10—1 10—2 10—3 10—4 /12) 1 04\+ 3 x 101 +\2\X\1\Q + 7X 10_4
£13) 4x10° + 4x107
4 0 3 2 2 0 5 :
/ 4)@\510 S+ 7 045\+\5 1078
/ 18) 5x 107 + 9x107%+ 4x10° + 8x10*
Prefijos de las unidades de medida 4 ~._Para Pra&fal(-'

~

Las medidas de longitudes terminan todas -eon

"metro". Pero pueden tener diferentes prefuos/centl-\’;

metro", "mili-metro”, "kil6-metro”, etc.

16)-:Cuéntos mg\ha‘ en un kg?
\

17) (_Cuantes dam ay en un Mm?

Los mismos prefijos se pueden usar tambleni con totras/ 18) Csn\erte enfitros:

unidades de medida: "mili-gramo”, "kilo- g(amo &
Estos prefijos significan nimeros, y se usans\egun Ias

siguientes tablas: / S~
Multiplos de las medidas: / 7
Prefijo | Abrevia- |Significado (E/jemplo /

cion i S L
deca- da 10 dzﬁw\(d}ametro)
hecto- h |10 {_ |ha (hectérea) .
kilo- k 103 /S (kllogramo}\
mega- M 106 / A egavoltio)
giga- G 10° 4\_\ i0)
tera- T 1(4)/12 \\\ TB (terabyteg\ >
Fracciones de las’i/qedidaS' \\ \\y/
Prefijo Abrevi/z’?’ Slg\uﬂcadé\ Ejemplo ™.

cion / \\ \'\

/ NN

deci- /d 107 N dl (degill‘brg)
centi- E\\ 1072 | cm (centjmetro)
mili- m m;z [ (milifitro)
micro- m 1070 Hg (microgramo)
nano- n 1072 .| nm {nanémetro)
pico- p 10712 )

Nota: La abreviacion de "micro-" es la letra griega "my",
que corresponde a la "m" mindscula. — En su lugar,
algunos usan "mc", p.ej. "mcg" = microgramo.

a) 367 hl, \b) 5800 ml{, c)400 ul, d)0.035 Ml

/’19) nwerte en mm:

a\M / b) 900 um, c) 800.35 km, d) 7400 nm

[ 20) Conwe/rte en kg:

“a)759g, b)0.04pg, 0027Tg, d)471dg

”/21)\ Una ciudad con 400'000 habitantes consume
/' diarjamente 1.4 GWh (gigavatios-hora) de electricidad.

¢Cdantos kWh consume una persona, en promedio?

2) Acerca de una medicina dice: "El paciente debe

~./tomar diariamente 150 pg por kg de peso." — ;Cual es

la dosis correcta para un paciente que pesa 72 kg?

23) Un gldbulo rojo tiene un didmetro de aproximada-
mente 8um. ;A cuantos globulos rojos habria que
poner en fila para que la fila mida 1 mm?

24) Una persona puede tener hasta 24 x 1012 glébulos

rojos. Si se pusieran todos estos en fila, jcuanto
mediria la fila?

25) ;Con qué otro nombre se conoce ...
a) un megagramo?
b) un kilolitro?
C) una microarea?

;Correcto?

"Un megafono = 10'? micréfonos”




Unidad 6 - El sistema decimal y las potencias de 10

15

Notacion cientifica

Para ndmeros muy grandes, o fracciones muy
pequeias, no seria practico escribir el nimero entero
con cifras: Necesitariamos una gran cantidad de cifras,
pero la mayoria de ellas serian ceros, o serian
innecesarias. Por ejemplo, la masa de la tierra es de
5'972'000'000'000'000'000'000  toneladas  (redon-
deado). Los muchos ceros se pueden escribir como
una potencia de 10. Entonces el nimero es 5972 x
10'® 6 5.972 x 10%", lo que es lo mismo. (;Con qué
operaciones matematicas puedes verificar que es
realmente lo mismo?)

Esta forma de escribir los nimeros se llama la notacion ;
cientifica. — Hemos visto que para escribir un nUmerq’/
particular, se pueden escoger diversas potencias de ]/('/).
Normalmente se suele escoger el exponente de/tal
manera que quede una Unica cifra, pero distinta de-.
cero, delante del punto decimal. Segup/ esta~

convencién, la forma 5.972 x 10! serfa la corl/ecta o Ia

usual. [~/

/

De manera 5|m|Iar 0.0000248 en notacién dlentlfl

escribe 2.48 x 107, porque la cifra 2 se e cuént@ enla
posicion  de  los C|enm||e5|mqs, ue~._es_ /
1 _ a5
— =10 ". / .

10° / RN
Ahora,
notacion cientifica, podemos a/\hﬁgrﬁ?a\l\ey de [

exponentes que hemos aprehdldo en a\Unidad 4.
Examina el siguiente ejemplo:

41x10"8) x (5x 10" =
£ 205 1031

Ahora todavia falta 7xreg|r\ el resultado\par
quede una Unica cifra/d Iaﬁted ~coma: o /

\
205x10% = 2.05/5< 10x10% =\2.%)5 x13 S
Y de manera simj Iar p\a(a una\QQ/mon \\

(2.05 x 10" + 82x 10?%)\<\025\1{ﬂ4 22

:0.25x1o?8 = 25x
.

- )

S . s
Para sumar y restar no podemes usar esas leyes. Aqui

. T .

tenemos que tomar eh@enta los Valores/posicionales
de los nimeros. Para no ‘tener que esgribir nimeros
muy grandes, podemos conv\tnr todog a potencias de
10 con el mismo exponente:

“~

-9 N Y

/probab

. tema55|
Y

{ ,
para multiplicar o dividir nGmeros eh\
os ./

2&\“ 18+15 S o

32x10" #5:8x 10" -9.9x 10"

/ \\\
32x 1017”+ 5800 x 10'2=9.9 x 10"

- @2+ isoo 9.9)%102 T~
= 5822.1 1“2 %gzﬁx m”J
T N /
Ve RN A

Al/go para haceﬁ Busca nos librgs o sitios web que
contie e\qumefros en \nomlo cientifica. Lo mas
Q\ei que los encuentres en articulos de
astronomla od f|5|6a\que coritengan datos como los
Si we@es
istancias_entre planet
tros dat\S\sobre plapetas y estrellas (didmetro,
masa, drbita, etc). ~
Datos “sobre 4tomos y particulas elementales

S
(tamano, carga Le\ctrlca, etc).

Frecuencias y longjtudes de ondas electromagnéticas
(luz vmbﬁé&ondas e radio; etc).

Za\se/ Compara\}os numeros que encuentras. Escribe algunos

de ellos en notacién "normal”.

/f\\

/ //

Para pra ﬁcar
o Egcrlge)(os siguientes nimeros en notacion cientifica:

28) 82'500 x 108
29) 0.00534 x 10%1

30) Densidad del oro: 19'290 kg/m3
31) Velocidad de la luz en el vacio: 299'800'000 m/s

Escribe los resultados de las siguientes operaciones en
notacion cientifica:

32) 6.36 x 10° + 3.66 x 10°
33) 4.88 x 10 — 834'000
34)25-399x 107

35) (5.5 x 107" x (6.4 x 10%°)

36) (1.026 x 10°%) = (2.7 x 10%3)

37) (9.8 x 10'%° + (1.96 x 10%9)
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I
s=tkfn poco de historia
Lo T]

Arquimedes y el niumero de la arena

Hace mas de 2000 afios, Arquimedes ya inventé algo
como una "notacion cientifica" para expresar nimeros
muy grandes. Pero solamente se podian expresar con
palabras; Arquimedes no proveyé simbolos para
escribir esos numeros.

Antes de eso, los antiguos griegos no tenian nombres
para numeros mayores a una miriada (diez mil).
Aunque se podia decir, por ejemplo, "cien miriadas"
(;cuanto seria eso en nuestra numeracién?). Arquime-

des extendi6 ese sistema hasta una miriada de miria- /

/
/

das (=108). A ese nimero lo llamé "la unidad de los/
segundos numeros". Entonces se podia decir pq”f
ejemplo: "5'760 de los segundos nUmeros", eso seﬁ'a
5'760 - 108 Eso continuaba hasta "una mlrlada*de
miriadas de segundos nimeros" (;cuanto seria eso?%-A_

, . o . ~.
ese numero, Arquimedes lo llamé “la unidad’de los )
terceros nimeros". Y una miriada de mirl'adasfde terce- /

ros nimeros era "la unidad de los cuartos nUmerQs

asi sucesivamente hasta "la unidad de los numeros de1/

orden de una miriada de miriadas".

Una miriada de miriadas de esas unidades vera "Ia
unidad del segundo periodo". (gCuénto eria eso

escrito como una potencia de 10?) Emtonce seguyN
segundo periodo, otra vez con ungz/ mlrlada\d&%nlrla—/
das de "6rdenes" de ndmeros, que a\u vez contenian
una miriada de miriadas. Y despyiés un tercer periodo,

y asi sucesivamente se seguia potenc\ﬁdo\asta llegar
a una miriada de miriadas de perlodos\Ege Em el
mayor nimero que se podia-expresar en el S|stem\de
Arquimedes. (;A cuanto eqyélvale?\)\

A continuacién, Arqum{edes usé esT
numeracion para estlm
arena podrian caber en eI niverso. entero El hiz eso/
para convencer a la, gente de (ﬁ:ﬁaunw\se numerzmn/c/
era "infinito"; que efa un ndmero qués\poeh\ cal

y expresar En la | ducao&a su obra,*“E| contador

de arena”, dlce/ \\ .

\

/granos
\la proporcnon entre-el diametro/del universo y la orbita

"Existen algunos, Rey Gelén, que creen que el nUmero
de granos de arena es infinito en multitud; y cuando
me refiero a J4 a\réna\me refiero no sélo a la que existe
en Siracusa/éel resto dE\S*}dﬂg, sino también la que se
puede en Ontrar en cualquier regian, ya sea habitada o
deshabitdda. Y hay -otros quienes\ que no lo
consideran irfinito, sm\rﬁbargo piensg@n que no se
puede nombrar ningdn hUmerQ\Io uficientemente
grande paraex es‘c}psu magnltud "

Payra refutar eso, AAq\lme\des expgne su método de
I%ombrégiﬁ nur{eros y\dé estimar la cantidad de
d

rena. El comienza- la suposicion de que

fa\Tlerra alrede Elel\SoI es igual a la proporcion
entre el d@metro de la orbit: y el didmetro de la Tierra
isma. Por™supuesto que tuvo que apoyarse en
est}amones ya que esag medidas no eran conocidas
con la mma exactitud como hoy en dia. Como

\t;esultado llegé.a un “nimero de arena" igual a "ocho

mll\ml\rladas d\hs octavos numeros".
siquiera\tuvo negesidad de wusar sus
superlores )\

Ahora puedes hacer unas estimaciones y unos
calculos propios. Por ejemplo:

(O sea, ni
"periodos"

z@émo me}dma el universo, segln las suposiciones de
Arqmmede/s

cCuanto/g granos de arena cabrian? ;lLlegas a un

Y[\esuitado similar al de Arquimedes?

Compara los resultados con una estimacion actual, de

Por supuesto que las dos estimaciones no se pueden
" comparar asi no mas. Las estimaciones actuales acerca de
la extension del universo son muchos millones de veces
mayores que la estimaciéon de Arquimedes. Por el otro
lado, la mayor parte del universo consiste en espacio
vacio con practicamente nada de materia, mientras que
Arquimedes calculd cuanto seria el nimero si el universo
fuera repleto de arena. Y por supuesto que no es lo
mismo si calculamos con granos de arena o con atomos.)

¢Por qué los hombres podei’ho&:al ular las
dimensiones del universo?

Si el universo fuera producto del azar, no tendria leyes
que lo gobiernan. Su funcionamiento no se podria
expresar con férmulas matematicas.

Y si nuestros cerebros fueran producto del azar, no
podriamos formular leyes légicas acerca del universo.
Un cerebro creado por una evolucidon ciega, serviria
solamente para la sobrevivencia en nuestro entorno
inmediato.

Es uno de los milagros mas grandes, que el hombre
puede descubrir y calcular las leyes del universo. Eso
se explica solamente con que Dios cred un universo
ordenado, y que él también cred nuestros cerebros.



Camino de aprendizaje - Bloque Il

Sé simplificar expresiones algebraicas
que contienen potencias y raices,
aplicando las leyes correspondientes. (U.19)

t

He descubierto por mi mismo(a)
cémo escribir las leyes de las
potencias y de los exponentes

en el "lenguaje del algebra". (U.79)

A S
LEYES MATEMATICA

Sé simplificar operaciones combi-

Sé expresar problemas
de texto

en forma de sistemas de
ecuaciones con dos
incégnitas. (U.18)

4

Sé resolver ecuaciones
simultaneas sencillas con
dos incdgnitas. (U.18)

1

Sé resolver inecuaciones sencillas,
y escribir sus resultados de

nadas con variables, aplicando
las leyes correspondientes. (U.13)

He descubierto por mi mismo(a)
como escribir la ley distributiva

y las leyes de los signos

en el "lenguaje del algebra". (U.13)

Sé calcular el valor numérico de
una expresion algebraica,

si los valores de las variables
son conocidos. (U.17-12)

t

Sé simplificar multiplicaciones y
divisiones con variables, aplicando
las leyes correspondientes. (U.12)

1

He descubierto por mi mismo(a)
algunas leyes de la multiplicacién
y divisién, investigando.  (U.72)

]

He explicado a alguien lo que significan
el elemento neutro, el elemento inverso,
y la operacion inversa. (U.77)

4

Sé simplificar sumas y restas con
variables, aplicando las leyes
correspondientes.  (U.77)

4

Sé usar variables para expresar
relaciones matematicas. (U.70)

Los cuadros sombreados
indican capacidades opcionales.

diversas maneras. (U.17)

|

Sé interpretar y escribir intervalos,
con las notaciones usuales. (U.77)

1

Sé expresar y resolver
problemas de proporciones,
con la ayuda del algebra. (U.76)

1

Sé resolver ecuaciones que
contienen fracciones. (U.15)

|

Sé expresar problemas de texto
en forma de una ecuacion.

(U.14-15)

Sé resolver ecuaciones sencillas,

aplicando los principios
| je |2 igualdad, y de

la operacion inversa. (U.14)

gcV?
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Unidad 14 - Ecuaciones segcillas

/ ~

/ ~

Prerrequisitos: / T
- Operaciones basicas con expresiones algebraicas (Unidades 17 a 13). / \\\\\
AN I
N T~
Materiales necesarios: < A . -

- Balanza de platillos; o material para construir una de manera casera (ma& a, clavos, E\I\erra, martillo, etc.)
- Regletas Cuisenaire S

- Unos objetos de la vida diaria / RN A
/ N
/ ) b
7 AN y =
SN N
/ NN
/ /
Introduccion i\va\riedad de ecuaciones, sin ngcesidad de memorizar

E Unidad d los d ./ muchos "trucos"

fn desta I’lll a apren leremos F)S OZ. prlr?CIdeOS /’ remos\\primero con
/ { ) RN .

undamentales para resolver ecuaciones. Sl entien es/, des\%es con eresmnes
., \\\

estos dos principios, ya podrads resolver una gran
/ N
/ \\

/ .

. ~
\\‘\.\ \

N
T . ..
'i Fabrlcﬁos 7 un clavo'de 2 a 3 pligadas (5 a 7 cm). Perfora el listdn
A .! 'S _. una balan;a/ /eQ el medlo\de manera que el clavo puede pasar
facilmente. Armalo sobre el soporte, pasando el clavo
;Puedes conseguir una balanza de platillos? Si tlehe/ por los agh)\eros en las piezas laterales:

\rbee\di ientos particulares. Lo
bjetos en una balanza, y
gebraicas en el papel.

una, no necesitas hacer esta actividad. Si \no tienes, o ‘
entonces fabrica la tuya. Si te falta ta;l"e para los //\\ /
trabajos de carpinteria, pide la ayuda/de alguien que /)
sabe hacerlo. / y \ / /

/ / \\\\ /(/
El dibujo te muestra cémo hacer/el soporte para Ia ~

.
™~

balanza. Corta la base (A) y las p\ez\siaterales (@) dt\
madera delgada, y la pieza central (B)\dei}n liston un

poco mas grueso (aprox. 2.5 x 2.5 cm). tima bien las
piezas para que no se despg an astillas. Esglezas\
laterales (C) deben ser |gu7}(es y-tener el agujero én\el S
mismo lugar. N

En cada extremo del liston, amarra un platillo, o una
cajita, canastita, o similar. Sera mas facil si cortas unas
muescas en la madera, o si le pones un gancho por
debajo:

Clava primero el listén a la base;.introduciendo clavos
desde abajo. Después clava las piezas laterales al
liston. Si quieres que sea mas estable, puedes usar
tornillos y goma.

Ahora consigue otro listén, de 50 a 70 cm de largo, y
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La balanza debe estar en equilibrio si ambos platillos
estdn vacios. Si no lo estd, puedes equilibrarla,
pegando unas pequefias pesas en el platillo mas
ligero: clavos pequefios, pedazos de alambre, etc.

Usaremos esta balanza para explorar las propiedades
de las ecuaciones. Si tienes unas pesas exactas, puedes
usarla tambleﬁmja@\pisar objetos.

/

// \\\\\_
N \\\.\ T
\\ \\/
El principio de la igualdad El equmbrlo se“mantiene, i hace 0s/lo mismo por

Pon en el platillo izquierdo de la balanza una regleta
Cuisenaire de 4, y otra de 2. Pon en el platillo derecho
una regleta de 6. La balanza debe estar en equilibrio.
(A veces no es tan exacto, por unas imperfecciones en la
balanza o en las regletas. Aceptaremos también un
equilibrio "imperfecto", con tal que la matemdtica sea
correcta.)

La balanza esta en equilibrio cuando el contenido de
ambos platillos pesa igual. Hemos representado/la

/

/

/

/
/
/

/

amb;fs lados:. Este\Qs el pnncq&Lo fundamental para
entender las ecuacnone

I:;?nualdad se maintléne /d{ efectuamos

isma operacién cog ambos lados.

/

/
/

/

Ve
N

/

\EJ“Damos con a\epe?één: Multiplicamos el
C nte}d@\de ambos “platillos por 3. Multiplicar es

acer copi\za\S\cje lo mismo". A la izquierda hay una
regl\ét de 4. Aﬁ\édimos os regletas de 4, ahora hay
tres de éllas. De la misma manera multiplicamos la

igualdad: . “regleta de 2\18 de 5. Y hacemos lo mismo por el lado
0 /,A\ de\ec\ho La baIanza ebe otra vez estar en equilibrio:
™
) \ . (442+5)3 = (6+5)3
/ R .
/l/ 4 | Z\L 4i2o6 /l/ 6/ \L\ ,///Ahora a sustraccién: Quitamos por ambos lados dos
+2= ’

Ahora afade una regleta de 5 al platillo iz&%{izjo La
balanza se desequilibra. ;Qué puedes acer._para_
equilibrarla nuevamente, pero sin quttar la r gleta que
acabas de colocar? / /™

.
/ \\

- Pues, puedes afadir una reg|e<fa de 5 al plat|lla
derecho. Ahora tenemos la |guaI% \

\\ I

/

regletas dé\S. Ahora tenemos:

(4+2+5)3-5-5

N =

Tl

/N / . )

/ Si déseas, b’az lo mismo con algunas otras operaciones.

Mientras/hacemos lo mismo por ambos lados, el
“equilibrio se mantiene.

\\.

(6+53-5-5

Cugndo estés satisfecho con el experimento, continda
a)/siguiente paso:

Q / . \\
AN AN ZA SN
V4 T2 /oo 6 N
4+2+5 = 6+5 ~ \\
~. S \\\ ~ )
\ \\\\ ~_/ //
/ \\\\ //
Introducimos uha incognita ~ o ///

Coloca unas reg}etas é\lplatl%\lzqwerdo Por. ejemplo
un4yunb. Anade algun\\obj\eto pﬁ\qu\eno por ejemplo
un bollgrafo una cucharita, o'una fru\mQ\

Ahora llena e{platlllo derécho_con reglet hasta que
la balanza esfé\e\n equilib '\‘*IQZIO e manera
sistematica, para sabéif\fécilmente uanfo valen las
regletas: Primero pon tantas regletas)de 10 como
puedes sin que este lado pese mas De¢spués aumenta
regletas pequefas, o cubitos de uniddd, hasta alcanzar
el equilibrio.

Ahora tenemos una ecuacidon con una incognita.
Llamemos x al objeto "incégnito”. Supongamos que las

regletas en el platillo derecho valen 18, entonces la
ecuacion es:

|
5 | |

x+4+5=18

Anota tu propia ecuacion, segun las regletas que tu
tienes en tu balanza.

4 |

10 |

Queremos que la x quede sola en el platillo izquierdo.
Lo hacemos paso por paso: Primero quitamos la
regleta del 4. ;Qué tenemos que hacer por el lado
derecho, para que la balanza esté en equilibrio? —
Después lo mismo con la regleta del 5.
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(Para poder quitar las cantidades correctas por el lado
derecho, tendras que canjear unas regletas por cubitos
de unidad, o por regletas pequenas.)

Anotemos como se transformé la ecuacion durante
este proceso. Al lado de cada linea anotamos por
separado la operacién que efectuamos por ambos
lados, para llegar al siguiente paso:

x+4+5 =18 |-5
x+4 =13 |-4
x= 9
J

6 | 5 |
J . \\\

iLa x qued¢ sola! (Se dice también: Hemos "despejado”
la x.) Ahora sabemos que el objeto x equivale a 9
unidades de |d@Sregletas.

Anota de la misma ma?w\era\\la transformacion de tu
ecuacion, segtin los 1 m]meros de %Dp[qgio ejemplo.

En este proceso hemBs ‘utilizado el segundo principio
importante d?e\s ec\aQOnes eI principio de la
nversa:

™~

opergcmn i N L
/ Cada opé‘acmn se apula
/ /’\»\ cof'su of ope{achl ersa.

"

En la ecuacion or;gmal se sumaban unas regletas a la x.

Pa tener la x so tuvmnos que restar esas regletas, por-

que la'sustraccion es laeperacion inversa de la adicion.
\\

“1dZ Uno o dOS ejemplos similares, con otros numerosy con

otro\styetos mcogmtos
Contmua%\a{ta entende

/

/
Un ejemplo que no se puede representaren\/
la balanza { "
x-7-2 = 13 ‘\

\\\~

S

e \\ z L4
_la celqproba on de una ecuacién

Quizas d&i@s de este resultado, porque no lo hemos

__hecho con Ia balanza. Pero podemos comprobarlo: Si

\

Esta ecuacidn no la podemos repyesen r\e,n a/ 7 )?SZZ ent@nces la ecuacion Original debe ser

balanza, porque no tenemos ‘regletas fon peso
negativo". Pero podemos resolverla en\K}jap
aplicando los principios que conocémos:

Para que la x quede sola, tener’qos\que eliminar Ias\

sustracciones. Su operacion mversa\es\la adlu
Entonces:

/ verdadera/m escribimos 22 en lugar de la x:

/

\\/// 22-7-2 = 13
13 = 13
iCofrecto!  (Si hubiera salido algo como "17=13"

enitonces nuestra solucion seria equivocada.)

omprueba de la misma manera algunas de tus

" ecuaciones de los experimentos anteriores.

Hacerlo de manera mas eflca‘z\\‘\\ /

Dejemos la balanza “de un“lado por uﬁ\empo y
resolvamos ecyécnones\e\\e pa\el Podemos mejorar

un poco nuesyra técnica. \
Iy
o 5 N
Comenzamds_con esta e AN
\\ .

}(\* 4+5+8 \\33\ /
S

En vez de hacer tres operacgnes separadas, podemos
escribir el lado izquierdo de una manefa mas sencilla.
Asi se resuelve la ecuacidon con unasola operacion:

x+17 =33 |-17

X 16

Entonces: Si se puede simplificar algo en un lado de la
ecuacion (o en ambos), hagamos eso primero.

Para practicar:

Intenta si ya puedes resolver ecuaciones en el papel.
Simplemente haz con ambos lados de la ecuacién la
misma operacion, hasta que la x se quede sola.

116 +x=78
2) x—59 =46
3) 112 =288 - x

4)x-135+23 =-55+19
5) 25 — (x — 78) = 96 — (—-45)
6) x + (=52 - (=13 + x)) =22 — (x + 91)
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Nota: En una ecuacion como 64 — x = 37, queremos b) Multiplicamos ambos lados de la ecuacion por
que la x se vuelva positiva. Hay dos maneras de lograr (-1). Eso tiene el efecto de que todos los sumandos
eso: cambian de si,g?rs'\\
,/ \\\\
a) Sumamos x por ambos lados de la ecuacién: 64 - x =/37 T
~—_
64-x = 37 | +x 64+ x £ 37 o |+64
N '\\\‘ y;
64 = 37 +x |-37 x =27
. VAR
27 = x Por ambos-caminos_llegamos al rhismo’resultado.
oo cinosleg N
\ ™~
La incégnita muItipIicada /Esta es \iuaon correcta\\PQ e ser que en el caso

/de tu ecuacion la-division no salga exacta. Si quieres,
e papél o de plastilina como
d"~ypara lograr un equilibrio

Volvamos a wusar la balanza. Para el siguiente )
experimento necesitas varios objetos iguales; por /
ejemplo tres boligrafos del mismo tipo. Empieza como /
antes, con unas regletas en el platillo izquierdo. Aﬁad/e/
los objetos iguales. Después llena el platillo derech’b

La sD erencia de \Marl hubiera dado el siguiente

con regletas, hasta equilibrar la balanza. Anota,\/itu ~ resultado: ™.
ecuacion. ,,A:\'/ '\\\ ‘\_\ 3x = 9 |_ 2x
Anita tiene la siguiente ecuacion: \\ o =
9 Yo . x = 9-2x
{ // ,/\\/ Esceg matematicamente correcto. Pero no nos ayuda,
m | 3 \L| \\// porque éhora tenemos incognitas por ambos lados.
Asi segmmés sin saber cuanto es la x.
d 6 | | 10 | Pty
3x+6 = 15 ’ ~ / qu con tu jbalanza unos ejemplos de ecuaciones con

. —

/"la ircé n¢a multiplicada”, anota las ecuaciones
Ella escribe 3x, porque tiene 3 Iaplces en/el pIa:uIIo 9" P y

{ correspondtentes. Continua hasta que lo entiendas bien.
izquierdo. / Sy N S

/ -~ /
// // e

Queremos despejar la x como antes. Quitamos las

regletas sobrantes: /N\ S

3x+ 6 = }5 -6 \\\\\\ Pa a el ggwente ejemplo necesi’tarrl]os’otra vez unos

) objetos iguales. Ahora ponemos incognitas por ambos

ados de la balanza — pero en cantidades distintas.

Después equilibramos con regletas el platillo que pesa
menos.

Pablo pone 2 cucharitas en el platillo izquierdo, y 5
cucharitas en el platillo derecho. La balanza se
equilibré con 69 unidades de regletas en el platillo

N

izquierdo:
Hazlo con tu propta ésu\acxon\)é anota los\pagos
2x + 69 = 5x
"iQué hacemoz ahora&j;reguﬁta}.é\nlta - "Qu emos
dos lapices" ,/ sugiere Marlo "entonces. queda uno Haz tu propio ejemplo y anotalo.

solo." "Pego iqué hasemos entonces. por el lado
—%Cual es la
operacion correcta para que quede un-tnigo lapiz?

;Qué harias aqui para que quede una x sola? Recuerda
gue siempre tenemos que hacer la misma operacién
con ambos lados.

“No puedo quitar regletas", dice Pablo, "porque al lado
derecho no hay ninguna. Pero ;qué tal si quito
cucharitas?"

por 3." La multiplicacién se anula cgn una division.
Entonces, en el platillo derecho tent
tercio de lo que habia:

2x + 69 = 5x | - 2x

69 = 3x

3x = 9 | =3

x =3
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Unidad 28 - Poligonos

Prerrequisitos: // \\\\
- Propiedades de rectas y angulos (Unidad 20). / \\\\
- Circulos y rectas (Unidad 23). < \\\\ T~
- Angulos en un circulo (Unidad 25). L \i\\?
- Lineas notables en triangulos (Unidad 27). \ ~/ ~
Materiales necesarios: / \\\ \\ N
- Herramientas de dibujo geométrico, papel, colores (para el proyecto de arte). \ AN

/ s / TN \\

Sumas de angulos en poligonos L J
N

1) Ya sabemos que la suma de los angulos enun.
triangulo es siempre 180° y en un cuadrildtero es
siempre 360°. (Unidades 20 y 21). éng tal _con/
poligonos de més lados? — Encuentra una maneka dE/
calcular la suma de los dngulos en un pentagono un
hexagono, etc.

/ —

/ —

/ P\ \ “\
./

/// /”/

2) ¢Puedes\ge\nerallzar los resultados de 1)? O sea, si
ténemos un polbeno de n lados, ;puedes expresar la
suma \de\sus angulos en forma de una formula que
contiene n’/‘\

3) Exarmna de la misma manera la suma de los
angulos exteriores en un poligono de n lados.

P ‘

7 7

/ / /

/
/

Angulos en poligonos regulair{
En el libro de Primaria II hemos Qgrencido com\

construir cualquier poligono /regular p\rtlr\ge un
circulo, usando el transportador. Esta mlsmabmpl\dad
nos sirve también para calc I\rsus angulos. \ \\

N
4) Demuestra que la gonstrucaon\ con_el CII’CU|O\\
partiendo los 360° aIredeer del centro~en™3 gulos

iguales, produce efectlvémer%\un pollgono\re@Jlar /
(Recuerda: Un pollgono es regular s\todos sus lados, y/
también todos sus angulos en @s ve@:es n

iguales.) \ o

5)»\EXa\m|na\\‘Qs angulé\ n un
poligonos. regu]ér\\{chent a for-
para el anguﬁa\lrﬁar r (o), el
angulo™ xterior (g), y\el angulo
“central (Q) \umﬁggl ono con n
la )

6) Examir}kng angujos que forman
las diagonales\e los vértices.
(Encuentras una manera de calcular
esos angulos, si el poligono es
regular?

/ / \ ~
/ AV ] /

-
A) En 4) hemos demostrado que en cada circulo se
/ puede inscribir un poligono regular de n lados. ;Es el

invgrso también verdadero? O sea, jtiene todo poli-
ggno regular un circuncirculo? ;Puedes demostrarlo?

) ¢Qué maneras encuentras de partir un poligono
regular completamente en poligonos regulares mas
pequefos?

- Una posibilidad facil consistiria en partir un cuadrado
en cuatro cuadrados pequefios. Pero los poligonos
pequeios no necesitan ser del mismo tipo como el
grande; y también entre si no necesitan ser iguales.
Solamente queremos que sean regulares. ;Qué
particiones puedes encontrar que cumplen estas
condiciones?

9) Encuentra patrones "semirregulares" de baldosas de
poligonos regulares que cubren un plano sin dejar
huecos. — Un patrén “semirregular" es uno que
contiene mas que un solo tipo de poligonos regulares;
pero de tal manera que en cada vértice se unen los
mismos tipos de poligonos en el mismo orden. O sea,
los angulos que se juntan en un vértice pueden
sobreponerse de manera congruente sobre los
angulos en cualquier otro vértice — aunque una
rotacion y/o reflexion puede ser necesaria.
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A Ya Ya Y Y
Patutale s
.E.“.E.’.E.‘ El viaje guEdQ conti;ﬁ;}j?rcicios adicjonales acerca

El dibujo muestra un tal patron semirregular. En cada de este tema. . /~

vértice tenemos, en orden, un cuadrado, un tridngulo
equilatero, otro cuadrado, y dos tridngulos equilateros.

/’\\\ .
¢Cuantos otrgs patrenes semirregulares encuentras?

Para inves;/éar las pregun?&?&g@), quizds te ayuda el
mosaico c{el libro %&Lmar[a I, Um\'a‘aeLé\él.

e N /

/ ™ \\
/ e \
/(1809 180°=02)+ . (180°—
/( ,Faiw ( a %t\ i( Qtn)

/

VIAJE GUIAD&

Sumas de angulos en poligonos /

/ | N
/: n-180° a1 +02+. .. +0n) 0
S VRN

}\y\ la férmula aWs\I;j/ma en paréntesis ya
C noc@nos. (o1, o2 significan los angulos

interiores déLp\oIigono.) Tepmina td mismo el calculo.
. -

1, 2) Todo poligono se puede
partir en tridngulos. Solamente
hay que hacerlo de tal manera
que todos los angulos se

encuentren en los vértices del N O . .
i c ’ Dibuja un poligonq cualquiera. Es preferible que sea
oligono. on oligonos ~ .
POlig poligono ,  convexo,y por supyesto que sus lados tienen que ser
convexos, eso no es ningdn problema: /Escoge / . -
) L , /o rectos. Prolenga /sus lados afuera de los vértices.
cualquier vértice, y Unelo con todos los otroé vértices. / y S . . N
/~_/ _~Coloca un palito'de fésforo o un lapiz pequefio sobre

Si el poligono tiene n lados, ;cuantos [triangulod : , )
" p7 gC " t | ¢ de | ( quios uno de los lados. Muévelo a lo largo del lado hacia

resultan? ;Cuél es entonces la suma de lo . .
¢ afuera del }Dollgono, hasta que su extremo posterior

- L .7 s . s
Existé\wa demostracioh aun mas sencilla y mas
. \\m

practica: ™~
\\

s angulos?

(Es el nimero de triangulos, muItlpllcad?/ Or\ui(f') /ﬁg;hide con el vértice. Giralo hasta que coincide con
(Esta pregunta no tiene pautas en elAne){,d A. Si fealmente” //eI\sT'g{/Jientef lado. Este giro corresponde a la medida
no logras dar los pasos que faltan, consqli‘a las ’rmulgs\eg del énglyo exterior en ese vértice. (Vea el dibujo.)
el Anexo B, 54.) / /7 “Mueveél fosforo hasta el siguiente vértice, giralo de la

/\\ /misma manera, continua por el siguiente lado, y asi
Nota: Si deseas demostrar que/lo mismo vale par / sucesivamente hasta volver al inicio. Entonces el
poligonos céncavos, podrias enc/;ontrz?r\u@as\di\ﬁ[c\ultades " fosforo habra dado exactamente una vuelta entera
en los detalles. Por ejemplo, ¢l poligono-en el*primer alfededor de su eje. Este 4ngulo de giro — una vuelta

dibujo no tiene ningln punto que_permite paff’ntlg d\e\la\

. . /™ . S LN
misma manera como el ejemplo-antetior; siempre habra ™ . . )
, 9 Jemplo-ant pre habr: Es facil de ver que esto aplica a todos los poligonos. Lo

uno o varios tridngulos Que no “gue dentro deT\

, y [ i sorprendente es que jla suma de los dngulos exteriores
poligono. Una opcién consistiria en demastrar_que en ,
N > | no depende del nimero de lados!

N\ \ \\\‘\J //
. /
[~ / \

.. /\\\\ Nle .o \\\ ™
todo caso existiya otra-particion, EOKQO\E que muestra el

ompleta, es la suma de todos los dngulos exteriores.

segundo dibgj’b. Otra opcién con‘six’a en permitir
triangulos afdera del poligono, y demo Jra\rq en ese a
caso se puede. calcular conas_diferencias™de angulos.
N S~ .
Pero ambas opciones son bastante dificiles demostrar

S

rigurosamente. .
k\>\

3) La suma de los dngulos-exteriores se puede

también examinar con triangulos, [5 0 eso se hace un

poco complicado. Mas facil es usar lo que ya sabemos

acerca de la suma de los angulos interiores:

Cada angulo exterior es el suplemento del &ngulo

interior correspondiente. Entonces, su suma es:

(Fuente de esta demostracién: Martin Gardner, “Martin
Gardner's New Mathematical Diversions from Scientific
American", Nueva York 1966)
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Angulos en poligonos regulares .
/ —
4) Demostraremos que la construccion que hemos 7) T°d°P°l/l/.‘J°"° reguTarﬂgqe un circuncirculo.

. . . . ’ \\\\ ,
aprendido en el libro de Primaria II, para un poligono Deben exjstir diversas maneras de demostrarlo. Esta es
regular, es correcta: una de ellas: N

Los angulos en el centro son Llamemos a r@s\\frticé\gykesivament A, B, C etc
iguales, porque los hemos Construimes_las mediatrices de’ AB-y de BC. Su in-
' -, y N
construido asi. Los radios terseccion O ﬁeqe E\stanoas iguates desde A, By C. O
Y . N e
son iguales entre si, porque sea, O ¢§\e| CIFCUY?CGD'E\FC? dQ' triangulo ABC.
son radios de un mismo /Q’onsmfegr:f)s ak@a el triangulo BCD. Su circuncentro
circulo. Por tanto, todos los /se encuentra en la mediatriz de BC que ya

i\chstruimos.
\(‘)W\a,\ segun la
régular.

'n@zes AB=BC=CD, y 4ABC = 4BCD.

. /\

triangulos  que  hemos L™
construido son congruentes /
(LAL).

En consecuencia, también sus bases son iguales (Ios""

ndicion/ inicial, el poligono es

lados del poligono); y sus angulos en los vértices son Entonces los triangulos ABC y BCD son congruentes

iguales. Con eso se cumplen las condiciones para gue . (LAL). g

el poligono sea regular. . “Pero entonces también sus circunradios son iguales.
C nt

A Por'\tan, O es también el circuncentro del tridngulo
5) Calcularemos los gngulos ) BCD;y OD-= OC = OB,

de un poltgono, reé;.lar con _Este razonamiento se puede continuar para todos los
n lados. Lo mas ,‘faal ‘és\e\l/ e N la di 2 de O d |

, | wal T les 36 vértices~siguientes. La distancia de a todos los
angulo central G | ! vértices es\igual. Por tanto, O es el circuncentro del

porque hemos df\q'j,iij; los /poﬁggno entero.
A /

360° del centyo partes
iguales. / — /- /
/ . . / 0
Ahora, un angul |nter}01\0(\ [\
es la syma de dos/

{

angulos en la base de un triangulo parcial. Por tanto es
el suplemento de AN
o = 180° - { = 180° — 360°/n. \\\\\\

/ S N
El 4ngulo exterior € es a su el supleme\nto\@‘a;\
entonces es nuevamente ig/a/ﬁ&g \\\ NG
€ = { = 360°/n. / S N\

6) Examinemos ahora IQS dngulos entre\lbs,\l
les. Estos angulos son’angulos inscritos en uncirculo, /,f’
sobre una cuerda que es eI\'ﬂed\oﬂe\l\poligono. Poy/
tanto, todo angulo/entre diagonalés{veETﬂas\" es igual

. ; ) O T
a la mitad del angu\l‘o\central ~

» N . 8, 9) Unas pautas acerca de estos problemas del viaje
/ \g\:\bg\: 1@?%,\ . de exploracién se encuentran en el Anexo A.
/ ~ \\
// .\\\\/
L < A
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Para practicar: 17) La figura es un 18) La figura es parte de un
pentagono regular. poligono regular de n lados.
/ kT~ a)Sin=16, calcula a.
\h)\S\i\O(=122° 24", calcula n.
~_

En los siguientes dibujos, calcula el dngulo a (excepto
donde se indica otra cosa).

13) 14)

w La figura es un nonagono

/ o L A\\\ ' ,
19) L%rtlcés de u\n\\qu/eéagono regular se
nombran esivamente A, B, C, ., L.

) a) Demuestra q fe es un triangulo equilatero.

/ DELQuestra que K'es un' cuadrado.

/ ¢Qué clase de cuadrila

N

15) La figura es un 16) La figura es parte de un / de 5cm .
/ . ~ S
heptagono regular. poligono regular de n lados / N
Calcula a en frac- con centro O. \\ ~21) Construm pentadgono regular con diagonales
. . S S
ciones ‘de grados, a) Si n=20, o //‘*\\\ de 6cm. (Usa el transportador.)
y en minutos y se- calcula a. / ™S )
C aro / 22) Son dadas dog rectas paralelas. Construye un octa-
gundos. b) Si a=86°, / 7 S .
calcula n ) ./ _~—gono-regular, d¢’manera que uno de sus lados coin-
. ( P |
( N cide con una de las rectas, y otro lado con la otra recta.
\ ‘
23) Son dadas dos rectas paralelas. Construye un
AM = BM / . /// /ﬁep\té@ono regular, de manera que uno de sus lados
-/ coincide cgn una de las rectas, y el vértice opuesto a
'?/ B \\ "f\ ese Iad9xfon la otra recta. (Usa el transportador.)
/\ / ’Q\tﬁ Demuestra o refuta: Se tiene un poligono regular
™ ¢ / ,
o \\ / con'p lados; n > 8, y nesun nimero par. Demuestra
S~ que’ existen por lo menos n+1 puntos en el interior del
/ NN - pgligono que son la interseccién de por lo menos tres
..
- Ny iagonales.
y \ S A
/ . N
/\\ ‘\\\\ \\‘
~ S NN |
ipe=p \\\ ~) /
!!_ - ‘\'\\ /
[N N 7 1 - i"‘ - //

Proyecto de arté.: Poligono decﬁ{fﬁo—~//
A .

o NC N “

Construye un pp/ligbﬂo\ré%l:rﬁe@aﬁo de una hoja
entera. Dibujz;v"/todas sus“diagonales:-Dentro de esta
"red" de dia@onales encontraras muchas-.estrellas y
otras figuraé\gegmétricas\ e egntes. Escage las que
te parecen intéﬁe\santes, )
repasalas con lineas ~mas
gruesas, y/o coloréalas. Log
dibujos  muestran  un
ejemplo con un hepta-
gono, y otro con un
nonagono.
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Unidad 34 - Multiplos y divisores comunes — Enfoque profesional

Prerrequisitos: / .
- Principios relacionados con los multiplos y divisores comunes. / T~
- Calcular con expresiones algebraicas (Unidades 11 a 13). < \\\\\ T~

Los principios mas importantes acerca de los multiplos
y divisores comunes se introdujeron en el nivel de
Primaria Il. Si fuera necesario, repasalos con la ayuda
del libro de Primaria Il, o con el resumen en el Anexo B
de este libro.

adicionales de los mdltiplos y divisores, y las vamos a

demostrar con la ayuda del algebra.

En esta Unidad vamos a investigar unas propiedades N?
/

/

~/ -
Ade “vamos plantear u”no§\.4oblemas mas
dlfl;z”Ies reIaaoh@dos €on multlplo§ divisores.

E)( proposlto de MMdéQes entrenar tu capacidad

/de ra%a@r\ espeaalmen‘te\\q relacibn con las
{_demostraciones /mqtematlcas | contenido en si es
ers,%zctl de la mayoria de los

JQnaI desde
cyrriculos escolares.
\\

4 I
\\. ™

7
/

/
/

s

Investiga si los siguientes enunciados so/n ciertos.

¢Puedes demostrar que son verdaderos, o Jrefutaf IQS/
\

que son falsos?
Divisores de divisores, y multiplos de /mu iplos__

1) 90 es divisible entre 3. 15, 18y 39 sond wsores%
90, y también son divisibles entre 3. ;Rodemos;
entonces concluir lo siguiente? 4

"Si n es divisible entre a, todqs los™divisores de
también son divisibles entre a."/ \ S

2) 60 es divisible entre 12. 4y 6 son d\ﬂsore\S\Qe
12, y 60 también es divisible\en;re entre 4y en\tkg6

/

/
/

¢Podemos entonces concluir lo S|gu4@3 2 \
“Si un nUmero n es <d|V|5|bIe entl ndmero ‘\\
compuesto a, entonces n es-divisible entre-to los |
\ \ Ny
divisores de a." - /

3) 40 es divisible entre 8. 80, Z\O\y 240\&0{22229%
de 40, y son tamhbién divisibles entre. 8. ; mos
entonces concluirlo siguiente?:._ \\

™.
"Si n es dIVISIJZ{|e enfre\a,\\todo\kas multiploy de n
también son lelSlbIes entre a." \.\ - /

a /\ \\é\\ \\\\

4 son PESI.
) MCD(a: b)Y MCD(a b f
;Falso o verdadero? %F qué? )
5) Demuestra o refuta: \\
MCM(a; b) MCM(a; b) ~
son PESI.
a

L e

~.

/

Mo
- f,,,;r/ineQ(g; b).':/

~—

6) El MC\Ne 36y 6(h/12 Otros divisores comunes
e 36 y 60 son’ 2\3 y 6; y éstos también son divisores
de 12‘\

a) CPoaem\oizr}gnces concluir lo siguiente?
/_lIedQ\s los divisaores del MCD de a y b son divisores

comunésdeayb."
b) ;Y también lo siguiente?
s los divisores comunes de a y b son divisores de

/ 7) EIMC 4 de 12y 18 es 36. Otros multiplos comunes
Cde 12

18 son 72, 144, y 180. Estos son también
/multiplos de 36.

: a)\ ¢Podemos entonces concluir lo siguiente?

"Todos los miltiplos de MCM(a; b) son multiplos
cgmunesdeayb."

b) ;Y también lo siguiente?

/ "Todos los multiplos comunes de a y b son multiplos
de MCM(a; b)."

8) Demuestra o refuta: Si @ y b son PESI, entonces
ay a+b son PESI.

9) Sid = MCD(a, b), entonces d = MCD(a, b+a).
10) Si d = MCD(a, b), entonces d = MCD(a, b-a).
11) Dos nimeros sucesivos son PESI.

12) Dos nUmeros impares que tienen entre si una
diferencia de 2, son PESI.

13) Dos nUmeros impares que tienen entre si una
diferencia de 4, son PESI.

14) Dos numeros impares que tienen entre si una
diferencia de 6, son PESI.

15) Dos numeros cuya diferencia es un nUmero primo,
son PESI.

16) ;Bajo qué condiciones es MCM(a; b) = ab ?
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Divisibilidad entre niimeros compuestos

Para la divisibilidad entre numeros compuestos,
podemos "componer" las reglas para sus factores. Por
ejemplo, sabemos que un numero es divisible entre 6,
si es divisible entre 2 y entre 3, porque
2x3=6.

Solamente que tenemos que hacer esta "composicion”
de la manera correcta. Analiza los siguientes casos y
razona:

17) "Si un numero es divisible entre 3 y entre 5,
también es divisible entre 15." ;Verdadero o falso?
¢Puedes fundamentar por qué?

/ "~
18) "Si up nimero es divisible entre 4 y entre 6,
también z\dlws@e entre 24\C\Lerdadero o falso?

;Puedes fundamentar par que7 T

19) (_Encuent\as\una reglar‘g/eneral? Si yh nimero n es

divisibte "entre a\\(blentre b, /\¢e cual numero
corvipuesto es ndivisible? .
7 \‘

VIAJE GU|AD¢

1) "Si n es divisible entre a, todos los d|V|soreKde
n también son divisibles entre a."

Podriamos encontrar otros ejemplos: 300 es divisible

entre 5. /

15, 25, 30, 60, 100, y 150 son d|V|sores de

y también son divisibles entre 5.

Pero juna multitud de ejemplos todavia es una

demostracion! 4 es un divisor de 300, y %\7

O:\// ///

|5|b|e /

|V|S|ble entfe\a no necesapiamente todos sus d|V|sores
son-divisibles entre a.
\

Nota: Este uUnico contraejemplo es suficiente para

. \t
/ “refutar la conje ura. Si queremos establecer una regla

geneéral, y ésa falla’en un Unico caso, la regla es falsa.
Puede a\anr en dlgunos casos, pero no sirve como

-
/,[eglg general.

S
Podemos>ir incluso mas lejos: Entre los divisores de n
se encuentPa necesariamente el 1. Pero el 1 nunca es

- dvxlsrlgle ent}e a; exceptosia = 1.

/ /TN

/ / ~

/ /

2) "Si un nimero n es divisible éht@ un m’lmel‘é\
os

compuesto a, entonces n es /divisible entre tod
7 N
los divisores de a." / ™~

/ .

Sea d un divisor de a. Enténces es'a.=

—

A}u\,vez, n es divisible entre a. Entonces es n = aq, con

q-<
Enf esta igualdad sustituimos a = dp, y tenemos n =

Ipg. Eso nos dice que d es un factor de n; o sea que n
es divisible entre d.

un numero natural. S
N )
/ T /
/ \\ V4
3) "Sines lelSlle entre a, todos Ids\\lttplds de
n también son dmsﬂilqs en% S

Se puede demostrar de méﬁara swﬁttg ~Como 2);

nes divisiblé;entre a, en

Cada multiplo de n se puede escribir como nq (con q
€ N).

Sustituimos la primera igualdad, entonces ese multiplo
es apq. Contiene el factor a, entonces es divisible entre
a.
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Unidad 37 - Problemas diversos
Prerrequisitos: // \\\\
- Congruencia modular. / \\\\
- Propiedades de multiplos y divisores. < A T~
- Algunos problemas pueden requerir conocimientos basicos de combinataoria (uma@7
;\’/

Un nuevo truco de Alberto

Alberto, "el mago de los nimeros", nos presenta su
nuevo truco. "Que alguien de ustedes escoja un
numero de cuatro cifras. Escribe el mismo nimero con
las cifras en orden inverso, y calcula la diferencia entre
los dos numeros. Por si la diferencia tuviera cifras /
iguales, vuelve a comenzar con otro numero,
Necesitamos una diferencia que tenga cuatro cn‘ra/s
distintas. No me hagas ver tus nimeros." /
Pablo calcula, y pregunta: ;Y si la diferencia tiene §olo
tres cifras?" "Ah, eso no es ningln problema!,
responde Alberto. “Escribe un cero en los mLH/res y ’,;7

tienes cuatro cifras." / :

/
"Ahora", advierte Alberto a su publico, |" J meJ0£ S\V
ayuden todos entre si, porque van a tenér bastante

/
/

\ermlnaron "Bien",

7
~.
~.

-

N
trabajo. Qwero\que\anoten todos\l s nUmeros que se
pu(eden formar c@Ja;c”frqs de esd diferencia, usando

;Zada %Q:\na vez. Tam\bugn\@I los que tienen un
/cero adelante Despues sumen.fodos esos nimeros."

\
itaYo/ haré los numeros que
- "iChiskNo me digan sus numeros",

t\ blen dice
plezan\eon 7"

|ﬁteqene Albeﬁt\

DespueS\dg un bue to, los chicos anuncian que
dice Alberto. "Aunque no me lo
crean\ yo he visto.en mi mente la suma final que
obtuvh‘&[]. Como prueba, aqui estd." Entrega a Susana

un sobre céhﬁglo. usana lo abre. El sobre contiene un

/’63;56]‘\(;@ un nlmero escrito. Para sorpresa de todos,

jes la sum}r\ﬁnal que acaban de calcular!

/gPu%es exdlicar cdmo funciona este truco?
/ \\\ ///’ IS ) /
// ,/ /
. y ) // /r\\k [\ //
StlgaCIOn / N / “€)Enm qué se distinguen las sucesiones de residuos
’\"\ /"'ﬁ\fhédulo n', dependiendo de si mn es primo o
/™ \ compuesto? ;Por que las sucesiones con n

\\

drados perf&tos RT \1
{lfr

Residuos cuadratlcos

a) Escribe la sucesién de los ¢
4,9, 16, ..). Observa las ul/n\s
numeros. ;Aparecen todas las C|fra\cLe
algun cuadrado perfecto? ;o hay cifr nunca \
aparecen? — Con la, u&a\de esta obse\v?ién
ipuedes decir rapldamente ~si 7458\es un cua ado//
perfecto o no? dPor,que7 - ¢Enc Qtraégtros patrones
regulares en las{cifras finales de&os \&LadLafgs
perfectos? — ;Puede funda‘mentar matema\camente
el por qué de Ia/g prop‘redéties q}e\sbservaste?

b) La cifra flr(al de un nume\ro es el reg /dlvidir
ese numero/Qntre 10; o~sea, eI ndmero “\modulo 10"
Investiga aho\a\ los resid \wie\ Ios cuadrados

perfectos "mddulo B\modulo S lo 5", y asi
sucesivamente, por lo menes hasta "mdgulo 12"
Anota todas las propiedades interesantes que

encuentras. ;Observas una propie comun de todas
estas sucesiones de residuos? — ;Puedes fundamentar
por qué las sucesiones resultan asi?

/residuos de los cuadrados perfectos "mddulo n",

compuestos resultan diferentes?

d) Si un nimero a ocurre en la secuencia de los
se
dice: "a es un residuo cuadratico médulo n". Por
ejemplo, 4 es un residuo cuadratico médulo 10; pero 3
no es un residuo cuadratico médulo 10.

Investiga ahora el siguiente enunciado:

"Si a es un residuo cuadratico médulo n, entonces
n — a también es un residuo cuadratico modulo n."
¢Es esto verdadero o falso? — ;o bajo qué condiciones
es verdadero? Fundamenta tu respuesta.

e) ;Qué otras propiedades interesantes de los residuos
cuadraticos encuentras?

f) Anota ahora unos niimeros que son sumas de dos
cuadrados perfectos (5 = 1+4, 13 = 4+9, 10 = 1+9,
etc) Examina sus residuos moédulo 4. ;A qué
conclusion llegas? — ;Qué clase de nUimeros pueden
escribirse como la suma de dos cuadrados perfectos?
Puedes examinar también los residuos de esas
"sumas de cuadrados" al dividir entre otros ndmeros
aparte del 4.
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stigacion  una curiosidad

matematica: La
constante de Kaprekar

Empieza con un nimero de 4 cifras; por ejemplo 4742.
Escribe sus cifras en orden descendiente: 7442. Calcula
la diferencia entre este nimero, y el mismo numero
con las cifras en orden ascendiente:

7442 — 2447 4995. Ahora haz con el resultado
nuevamente lo mismo: 9954 — 4599 = 5355,

Si una diferencia tiene solo tres cifras, se afiade un cero
como cuarta cifra.

El matematico indio D.R.Kaprekar (1905-1986) observo
que si se repite esta operacion, sin importar con qué /

numero se comenzo, en algin momento se llegara al
nimero 6174. A partir de alli, el resultado se repite:
7641 — 1467 ,#\6115. Desde entonces, este nimero se
llama "la cory(étante d\e\KapAr\ekar".

Verificalo: /¢omienza con cu\SI‘quigr\numero de 4 cifras,
y repite | operacidn-hasta llegar a 6174,

La Unica e%s%pcién sSn{bs\QUmeros con/4 cifras igua-
les, como 333 “con ésos \c)béiamggte se’/llega a cero.

ST AN . / .
Aho/yé podehm\s investigar otrés_\preguntas relacio-
nadas con este tema:

a LN .
/’Exwte‘\%s\constante 5|mLI§|\pa a los nimeros de 3
/cifras? ;y los' de Sf,‘6, 7 ... cifras?.

. ™~

/

Un experimento con monedas

Imaginate que en una mesa larga hay quinien:ca\s\v/

monedas en una fila, todas con la cara arriba.)/6|teas\\

todas las monedas, una por una. Después c/dmienzas
de nuevo, pero ahora volteas solamente cada seg‘#mdw/

moneda. Después repasas toda la fila otra{ vez, berp/’/

/ }\qué tal si s Pﬁce\lo ismo en sistemas de
n meﬁt{én con otras bases?

.

=7

Después cada cuarta meneda, después cada quinta ...y
~asi sucesivaMg, hasta que en el Ultimo turno volteas
caaé\500"’ moneda, (0 sea, Unicamente la moneda

n0.500). ™

.
__DPespués de ‘terminar este procedimiento entero,
- S P

scudles son las monedas que estan con el escudo

ahora volteas solamente cada tercera\ moneda. arriba? \
/ \ //f\\. |

[ I !

S ’ \\\7/ /

Simplificacién aproximada  / I~
/ / \\‘7

/

Los alumnos resuelven operaciones matematicas;

Susana dice: 10/13 no se puede sj@bﬁﬁc\ar."

" . " LN N

- "Pero aproximadamente", responde Alkbertb\

", , . . o Ny .
$Qué quieres decir con eso? :

“ - \,\\
\\ \\

- 10/13 es aproximadamente. 3/4.
/ N
mi tarea. Si la,

"Puede ser, pero eso no r,ﬁe ayuda p
respuesta no es exacta, e’{equivocada\.\\
- "Depende", dice Alberto~"Para muchos>pro

practicos, una solucié ébﬁqxiﬁadg es suficiente.) Por /
ejemplo, ;podrias sg—;/virme ur?é’\q%ﬁa\de leche? g/O/
cortar 10/13 de Lf[@ manzana? 3/4\\‘exr%eha/fﬁés

practico." N \\\ N

- "Si, pero nq/me h\ibiei}gl\e cdn\(;dg\ahora. Para mi
tarea no sirve/tu simplificacion aproximada,
- "Pero debe/(ika. Proponge.que se incluyé\en\ os libros
escolares una\‘\iﬁcién ace\\de\la simplificacion
aproximada." ™ -

. \\\

. . . \‘\ .
Déjate inspirar por esta conversacion para hacer unas
investigaciones. Segun sé, |05\ﬁb[95 escolares todavia

. . I . e .7
no contienen lecciones acerca de“la simplificacién

\ a) ;

/ //
/ aproximada. Pero ti mismo(a) puedes descubrir los
“contenidos de una tal leccion. Las siguientes preguntas
te daran unas ideas:
\\.

/

uan buena es la aproximacién de Alberto? — O
, icuanto es el error?

se

Intenta  simplificar aproximadamente otras

¢Encuentras un

19/29_
procedimiento sistematico para descubrir la mejor
simplificacién aproximada?

Donde hay varias soluciones, ;cuadl de ellas es la
“mejor"? Encontrardas que pueden existir varias
opiniones acerca de ello. ;Qué criterios usarias para
definir cudl es la "mejor" simplificacién aproximada? —
Fundamenta por qué.

fracciones, p.ej. 97 6

c) ;Qué condiciones tiene que cumplir una fraccién,
para que se la pueda simplificar aproximadamente?

d) Intenta descubrir otras propiedades matematicas de
la "simplificacion aproximada".

Unas primeras pautas se encuentran al final de esta
Unidad. Pero intenta primero descubrirlo ti mismo(a).

Nota: Si no pudiste resolver los problemas ";Qué nimero soy?" (Unidad 9), quizas querras volver ahora a ésos.

(Pautas en el Anexo A en esta Unidad.)
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Unidad 46 - Decimales y fragciones

Prerrequisitos:
- Calcular con fracciones y con decimales (Primaria /).

- Calcular con expresiones algebraicas sencillas (Unidades 11 a 13).
- (Solo para "Ampliaciones"): Sistemas de numeracién con otras bases (U

/ S~

/
_

<mqad 7). \ ~

En esta Unidad exploraremos las relaciones entre las
fracciones y sus representaciones decimales. Obser-
vando los numeros, podras descubrir muchas de estas
relaciones por ti mismo(a). Las preguntas del viaje de
exploracion te guiaran.

Si no te atreves a explorarlo por cuenta propia, puedes /

ir al viaje guiado en esta misma Unidad.

Como preparacion para ambos viajes, haz una tablb
de los valores reciprocos de los niimeros de 2 a/20

= ~

/, N N N
caj.{ulando decimales hasta que resylte exacto, o hasta
g/ue se-tepita un/ﬁ%do\NeceS| aras esa tabla para

/algunas\de\léﬁ preguntas qua\g en.

\Acerca de la n a?ton Para plo tener que repetir un
/ r>bdo multiples ce&la parte que se repite se
ede ma{\car con una raya horizontal sobre las cifras

resKtlvas \

0.074 = 8&4074074 N

(1/2, 1/3, 1/4, etc.) en decimales. Para cada valor, sngueJ ) 083 =0. 083333\ (aqui las cifras 08 no se repiten).

T . \\\
/ /N
4) Con “algunos denominadores, la representacion
decimal es infinita periédica, pero delante del periodo

1) Al calcular una fraccion en deama
puedes saber que llegaste al puntd donde e
empieza a repetirse?

S, :gOmMo

érlodO/

’\
2) ;Puede existir alguna fracc;on que\re?ul:ca en un
ndmero decimal infinito, no/periédico?;o sea, un
nimero donde nunca se llega~a repetir u}\mlsma\
secuencia de cifras infinitamente?~;Puedes dar\u\n
ejemplo de una tal fracazn? 0 pu\des
no existe?

3) ;Qué tienen en com\lfm _aquellos denom\aa)res /
donde la divisidon sale exacta ( 0\5@ \inumero decima)/

es finito)? Dado ury nimero cualqweﬁidcon@ pugié
predecir si su valor reciproco.en decimales seraTnlto o

infinito? — Com);JrUeba\txconchn con Ias\rgmentes
fracciones: NN \\

a1

64 75

NG

ostrar que\_

A aréqe und parte que no se repite, como en /6
666... Estos ndmeros se llaman periédicos mixtos.
1\ , .
~Qué pe/nen en comun aquellos denominadores que
/,zre\g\Lﬂfan en un nimero decimal periddico mixto? — ;Y
pok\ qué sucede eso exactamente con los
denominadores con aquella propiedad?

Para los valores reciprocos que dan un ndmero
decimal infinito:
~ Investiga la longitud de los periodos, en relacion con el
denominador de la fraccién. ;Encuentras alguna ley o
regularidad?

6) Examina el nimero decimal que representa 1/7.
Después verifica la siguiente multiplicacion:

7 - 142'857 = 999'999. ;Encuentras una explicacion de
por qué sucede eso? ;Qué conclusiones interesantes
puedes sacar de ello?

Nota: El viaje guiado contiene unos ejercicios y temas
adicionales, aparte de los que aparecen en estas
preguntas.

Pregunta curiosa

(Respuesta en el Anexo A)

’(pa{a uienes ya estudiaron quimica):

iCual es el periodo del acido periédico?
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VIAJE GU|AD>

1) Al calcular una divisién inexacta con decimales,
¢donde empieza a repetirse el periodo?

A primera vista podriamos pensar que eso sucede
cuando en el cociente se repite una cifra anterior. Pero
si calculaste tu tabla de los valores reciprocos hasta el
20, habras notado que eso no es cierto.

Por ejemplo, si calculamos 3+17 en decimales, resulta
0.17647.. Tenemos por segunda vez la cifra 7.
Entonces, ;a partir de ahora se repite todo? — No, si

seguimos dividiendo, tendremos: 0.1764705882... (y /
todavia no se repite). Observemos la operacién de la /
divisién: /
3 + 17 = 0.176470... /
=17 {
130 s
-119 o
110 / /
-102 [~/
80 ( N
-68 \
120 \
-119 T
100 (etc.) / A~
/ / N

El primer 7 fue el resultado de dividir 130 + 17, y eso
dejé un reS|dub%:Ig 11. El segundo 7, en cambio, es el
resultado de d|V|d|r\120 17, y eso produce un
residuo de/1 Por tanto no\g trata de la misma
operaaory( yla coﬁ@uaaon no es |ghal

Al mlsmo\ﬂgmpo ve}}os Lo que de |de sobre la
repeticion o no\sqn los residuos ques producen en el
trans/urso aén{a division. Cuand& se repite un mismo
re;fduo despue§\ de a? arse las cifras del dividendo),
al1| si emple;‘/af a rsz\e\*xtod Siempre bajamos

/ceros Eﬁq\pes todos Ios\resul:c dos siguientes seran
& |guales Como eneste eJempI

340 (etc.)
R |
g Quando aparece un residuo de 7, se repite la operacion
/70 “37/ y/a partir de aqui se repiten todos los
resultado/gi
h A

- -

—

perlodlcos7 / \

Si hablamos de nimeros que\e
respuesta es Si. Hemos visto qu €s

infinitos residuos distintost.Por eJempIo sn\ ividi
entre 17, los residuo no\@eﬁ@ ser mayores\a/ 16.
Entonces, después (j/e un maximo de 16 cifras tlene/
que repetirse un re/slduo anterlor\tlene\q\e apare;ér
un residuo de cero. (y entonces el resqltad\o €S un

" narero finito). Al calcular tu tabla de valores
reg¢iprocos, habrads notado que efectivamente la
répresentacion decimal de 1/17 tiene un periodo de 16
cifras.

Por tanto, ninguna fracciéon (o niUmero racional) puede
tener una representacion decimal que no sea
periodica.

(Acerca de los nimeros racionales e irracionales, vea la
Unidad 30.)

/’/\\\\\ " \

/’ \Q\
3) ¢Cuadles fraccmnes tlenen una\re\rg ntacion 10, pero necesariamente tiene que ser un divisor de
decimal flnlta? \\ una potencia de 10. O en otras palabras: No puede
Eso es facil de “entender, "% @eai % c6mo contener factores primos otros que 2 6 5.

. 3875 31
convertirlamos el nimero. deC|maI egreso a una Por ejemplo  0.3875 = = 31.
X 673 10000 80
fraccion. Por ejemplo  0.673 000"
. . 0 3 0804 = 804 _ 201

Necesariamente, el denominador de una tal fraccién : = J000 _ 250

tiene que ser una potencia de 10.

Ahora, podria ser que la fraccion se puede simplificar.
Entonces el denominador no va a ser una potencia de
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"Pero", dice Jaime, "eso no es cierto. 75 tiene el 3
como factor primo. Entonces con 75 como
denominador, los nuimeros decimales deberian ser
infinitos. Pero yo he calculado 9/75 en decimales, y
salio finito, salié 0.12."

;Donde esta el error en el razonamiento de Jaime?

Por si no lo hiciste en el viaje de exploracién, verifica
esta ley con las siguientes fracciones:

11 11 1 1 1

64" 75° 80 81 \96\ 125 250
Intenta prpdecw de cada Uha, Si su representacion
decimal séra finitao-infinita. Despues\calcula y verifica

tu prediccion, S ~
(Si no lo descubres, consulta el Anexo A.) \ \\ R
N S
/ AN
/ NN
/ - ‘ .
/ /T N
AN N

4) ;Cudles fracciones tienen una representacion
decimal periédica mixta?

Cuando todas las cifras detras del punto decimal se /
repiten, el nimero se llama "periédico puro". Como en/

= 0.074.

"Periddico mixto" se llama un nimero donde delaj%te
del periodo aparece una parte que no se repite, comi
en 1/12 = 0.083333... B

2/27 = 0.074074074....

Algo similar sucede con fracciones i |mprop|as /Compara /

los siguientes ejemplos: / (T
1+3=0.33333..

25 + 3 = 8.33333... (Podriamos decir que
mixto". Aunque en este caso, la parte que no’se rep“t'e
son los enteros.) /

(periddico puro) \

Pero entonces también: /

“

/

N /
25 + 300 = 0.0833333.... (Es el mismo némero decimzN/'
siciones

como antes, solamente trasladado\dos
hacia la derecha.) ‘

25 A
Por el otro lado, 300 —/ e
conexion con la fraccion lénpropla 5
- Nota ademas que tamb\en\WBOO 00033333 es |
periédico mixto; porque los cér.\no\ie repiten. y

O podemos escribiy Ia operacion de” est@man\ra /

1T _ 1.5 \«
o = ;3 50253

/ ) \\\5\ k\\ \\
/ / - \\\\ /
/ \\ .

= 0.083. // .

/ \//\/

/ O sea, 1/12"se puede represéptar como un numero
deamal finito, divi |db\entre tro divisor que produce
un nlimero decimal infinito. Eso tiene el mismo efecto

fomo en%i .caso de la fraccion impropia. Solamente
que\as cifras a@hcnonales aqui no son enteros; estan
detras d&l\unto decimal/

\Entonces los decimales periddicos mixtos se producen

cuando el denomingdor contiene factores primos que
producen-un ndmeto finito (factores 2 y 5), y ademas
otros factore}\E\n tras palabras:

/’ .

Los nﬂ}nﬁs decimales periédicos mixtos resultan
de un denominador "mixto", o sea, que contiene

pe(lodlco //j’ganto\factor‘bs 2 y/o 5, como también otros factores

/primos. |

Z En cam )o los nimeros decimales periédicos puros

resultan de un denominador que no contiene
/ninguno de los factores primos 2 6 5.

Verijticalo: Intenta predecir de las siguientes fracciones,
si/su representacién decimal serd periddica pura,
eriédica mixta, o finita. (Para no equivocarte,

™. irecuerda el "error de Jaime" en la Pregunta 3!)

1 7 3 4 12 5 10 1 1
307 1257 48" 217 137 42" 427 337 330
Después de hacer tus predicciones, calcula los

decimales para verificarlas.

Nota: Las preguntas 5) y 6) del viaje de exploracion no son
parte del vigje guiado. El Anexo A contiene unas pautas
acerca de estas preguntas.
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Conversion de nimeros decimales en fracciones (hallar la fraccién generatriz)
Repetimos brevemente cdmo convertir un nimero Por supues/co que\almra se puede simplificar:
decimal finito en una fraccién. Las cifras detras del 0. ﬂ/ 45 _ 17 e
punto decimal tienen sucesivamente los valores {1000 49 T~
N y
posicionales 1—10, 1—(1)0, ﬁ, etc. Entonces, por Por si nece\ers practléa( estas conversighes, aqui hay
5 5 unos eJerC|C|os\ Conwert Ios $|gu| ntes ndmeros
ejemplo, 0425 = 70 " 700 + 7000 deapfrales eh\fraccmnes (Si esogs uy facil" para ti,
Pero podemos "homogeneizar’ esta expresion: no,fnece5|tas hacer los ejercicios
0425 = 40, 20 . 5 _ 425 z\ a2 89 34
1000 1000 1000 1000 8) 0.05 13) 9

Vemos que la suma contiene en el numerador
exactamente las cifras del numero decimal, 425. Eso

funciona por causa de las propiedades del sistema

/
decimal. Entonces podemos tomar estas cifras como/

un Unico nimero, y le damos el valor posicional que
corresponde a la dltima cifra de ellas. /

/\9)008 o 4375
3375 \15 02045
1) 0.00096 6)0.000303

Nota: AIgur&Haman a
numero\deamal d\dQ,

fraccion que es igual a un
a "(fraccién) generatriz" del

/\ ndmero decma\

\~

>

/

/

/ /
/

Conversion de nimeros decimales perlqdlcos ~/ -

puros en fracciones {

Ahora llegamos al "gran truco" que permite convertir
un numero decimal infinito en una’ fracgion~(En-
realidad no es un "truco”; es solamente una apllcaclon

ingeniosa de las leyes de la matematica.) /’ \7

Por ejemplo, queremos convertir O. ?3 en una fracao
Recuerdas que eso significa/ /el ntim ero |nf|n|
0.513513513... . Nuestro probJema consl\ste\eq hacer
desaparecer la "cola infinita" de este nume?‘o\decmk
iEso es posible! \

Llamemos x a nuestro numero Su\p\rl o tiene treS\

cifras. Entonces, si trasladamos el numerQ\e ero por \‘
tres posiciones hacna//a\izqu%FQa va a tener-otrayvez |
/

todas las cifras de perﬁdo\ en~.el mismo Iugar/
Sabemos que "trasladarlo tres“posiciones hacia )é
izquierda" equival a una multlpllcasl\\peLLIﬂOO

Observa: ~ \\
\\ 7

x= 4. 5135i§§\3...
Ahora poder?t@s calcular 15 renaa entre, estos dos
“desgpar ce!

1000x = 513 513513513...
nUmeros, iy la en'@rq ‘cola infini

1000x = 513. 5135\3513...
- x = - 0.513513513...
999x = 513.0 N

= 2B 10
T \j 999/~ 37°

\\\.

™~

—Solamente falta”dividir esta ecuacion entre 999, y

N
tenemos e*\valor de x:

513|_ 19

/

Hacemos /otro ejemplo, el que nos ocupd en la
\Pregunra 6 del viaje de exploracion: 0.142857. Aqui el

erlodo tiene 6 cifras; entonces tenemos que trasladar
I ero 6 cifras hacia la izquierda:

1'000'000x = 142857.142857...
= - 0.142857...
999" 999x = 142857
_ 1420857 _ 1
999 '999 7

(Verifica que esta simplificado correctamente.)
Haz lo mismo con los siguientes ejemplos:

17) 0.63 19) 0.074
18) 0.6 20) 0.0297

Habras visto que en los decimales periddicos puros se
puede abreviar este proceso de manera sencilla: Es casi
como si fuera un numero finito; solamente que el
denominador es uno menos. Compara:

0288 = 288 . (288 = 28
1000 ” 999

Aqui hay unos ejemplos adicionales para practicar:

21) 0.824175 23)0.621
22) 0.68 24) 0.07317
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Unidad 50 - Combinatoria y probabilidades
Prerrequisitos: / T
- Operaciones basicas con nimeros y con expresiones algebraicas. / \\\\
AN ™
Materiales necesarios: < \\\\\ T~
- Dados. N W
- (Para la investigacién "El dado dodecaedro"): . \ > N
Cartén o cartulina, tijera, goma, herramientas de dibujo geometrl/o \\\ \\ S
/ P
/ N ; .
/ \\/ \\‘\\\
{\\ N
El concepto matematico de probabilidad a~probabilidad Mo puede sér mayor a 1; porque no

En el nivel de Primaria Il (Unidad 82) hicimos unos/,//

experimentos con dados, para probar cuales nﬂmerq/sf
salen con mayor frecuencia. O sea, hemos investiga,do
la probabilidad de que salga un nimero determinado.

En la matematica, la probabilidad se define como el
cociente: /
/
p = Numero de casos favorables / S

Numero de casos posibles <

\
Con "casos favorables” entendemos los éisos que

cumplen con la condicion para la cua ueremos _
calcular la probabilidad. Por eJempIc/ al cdlcular "la
probabilidad de que el jugador A 4ne el uego/\lbs
casos favorables son todos los casos donde jA\gaA /

Ejemplos: s \\ \

\
a) Probabilidad de tirar un 5 con un d\db -

Existen 6 casos posibles, p\o
puntajes diferentes. )

1

6 \ \ \\\D
b) Probabilidad de tlrar un nurﬁe& p\af\con un dado: /

El dado tiene 3 nu@s pares (2; 4; G)\Q se
1

Mbat;\FEQ\es = ;¥~

2\

(En estos calc/ulos 5|empre se supm e://ado es

"regular". O/sga que todes. los nimeros aparecen con
la misma probabilidad.) e /

\\\ -
c) Probabilidad de tirar un&eﬁ\los puntajes de 1 a 6
= 1.
6

es

oS

3 casos favorab/es\La

con un dado:

Esto es un evento seguro: Todos los casos son
"favorables"; entonces "ganamos" con seguridad. Una
probabilidad de 1 significa un evento seguro.

pleden “existir mas os favorables que casos

pﬂ%es. \\\
_ d) Probabilidad de tirar-Gn 8 con un dado: % = 0.
.‘\\ S

Esto-es un even}" posible: El dado no tiene ningun
~ puntaj}\de\ 8; entonces eso nunca va a suceder. Una

p@pabilidaa\dep ignifica un evento imposible.

también "espacio muestral”.

N 7 R . .
-~ Nota:\EFﬁ(;nJunto de los casos posibles se llama

- Rqa\practmar Calcula las siguientes probabilidades:

/' 1) La prop/abllldad de que al mirar la hora en un relgj
. dlgltal el'nimero de los minutos sea 23.

,,»z)\,\ga probabilidad de que el nimero de los minutos

/4) La probabilidad de que el nimero de los minutos
sea un numero primo.

J 5) Al sacar al azar una carta de un paquete de naipes
barajado (52 cartas), la probabilidad de que sea un as.

6) La probabilidad de que la carta sacada sea de
corazones.

7) Se tienen tarjetas con los nimeros de 1 a 100, cada
numero una vez. Al sacar una tarjeta al azar, jcual es la
probabilidad de que el ndmero sea un cuadrado
perfecto?

8) Al sacar al azar una tarjeta de 1 a 100, jcual es la
probabilidad de que el nimero contenga el digito 4?

9) En una bolsa hay 14 canicas verdes, 8 amarillas y 5
blancas. Se saca una canica al azar, sin mirar. ;Cual es
la probabilidad de que sea amarilla?
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La "Ley de los niimeros grandes": Por el otro lado, si mi hora de salir de la casa es mas o
menos aleatoria, entonces si se podria hablar de una

El célculo de probabilidades no puede predecir
. P . P s probabllldad ?ie\que el tren pase justo cuando yo
eventos especificos. Por ejemplo, al tirar un dado, cada
llego al crucg". ~

puntaje tiene una probabilidad de 1/ de aparecer. Pero ~
eso no significa que al tirar un dado 6 veces, cada Probabili adypgrcenta_,es T
puntaje aparezca exactamente una vez. Los eventos
individuales son aleatorios, o sea, no predecibles.

Lo que si se puede predecir, es que al hacer un nimero
muy grande de intentos, la frecuencia de cada puntaje
se acercard a /g. (En los experimentos del libro de

~
Hasta ahora_hemos é;qiresado las prob bilidades en
fracciones. Pero se puedén expresa también en
decimates;~q_en \p@rcentajes implemente hay que
corwertlrlo coﬁQ corresponde (Vea_Unidad 46.) Asi se
pdede decir, por gem\plo gue un gvento seguro tiene
Primaria Il hemos verificado ese hecho.) una p b\b»\Ildad de 100%@‘@5 100% seguro que eso

El calculo de probabilidades se puede aplicar sola- ~ /Va @ pasary, porqge 100% corfesponden a 1 en;cero
mente a eventos aleatorios; o sea, que no se pueden / Una probabilid e\/z corresponde a 0.5 6 50% (o

controlar o planificar con anticipacién. Por ejemplo, no / s€ \WW la misma probabili
tiene mucho sentido hablar de "la probabilidad de que / ue no suCed\
el tren pase por el cruce entre las 8:10 y las 8:30%

porque los trenes suelen circular segin un horario

ad de que suceda, como

Para-practicar: Go\wer e las probabilidades de los
gjercicios™t.a 9 en decimales, y en porcentajes.

predeterminado, no de manera aleatoria. \ ™S
S ™
~
/ > .
/ 7 // /F“ \\\\
/ ‘:/\\\// pd “\\
‘/ \\/// \\\
Stigacién \\ a Dosjuga\ ores juegan a la competencia; el uno con
ANy /” dQs dados normales, el otro con un dodecaedro.
El dado dod d —/ Ambos tlrgn simultdneamente. Gana el que primero
ado dodecaedro / /e tira 12, /gEs este juego equitativo? O sea, stienen
Construye un dodecaedro regulf'i/r de cartulina 07 amboswgadores la misma probabilidad de ganar?
carton. (Un dodecaedro es un cue@ geométrid !} el juego a), ;cambian las probabilidades de

cuyas caras son doce pentagon\\L Escribe en cada
cara uno de los nimeros de 1 a 12. Ahcﬁa\puédes usar
el dodecaedro para jugar a los S
Existen varios juegos de da de se deben\Lrar
dos dados juntos, y el puntaje esla suma de los dos.

ganar si el niUmero ganador es otro, por ejemplo el 67

cY Dos jugadores juegan a la competencia; el uno con
os dados normales, el otro con un dodecaedro. Gana
el que tira el puntaje mayor. ;Es este juego equitativo?

dados. De esta manera,\el puntaje “maximo es 12 *d) Calcula las probabilidades exactas de ganar para
(=6+6). Entonces, enJQZ de-dos dados r%rma s se ) cada uno de los jugadores en los juegos descritos. —
podria usar el dOdZ edro:. La pre@ta es, 5-'es0 /  Toma en cuenta que un juego puede también terminar
tiene el mismo efecto? o /
v \\ . // en empate.
Siempre conaderamos que el de@caed%e/ Nota: Si eres valiente, investiga estas preguntas ahora.
completamente Feguléf 0 sXque cada uno de |05 Descubrirds varias leyes del cdlculo de probabilidades.
ndmeros de 1 a 12 apaTeEe\c\on Ia\hm;ma probabilidad.
N . . L

Por supuest@ que asumimos lo o fambién Alternativamente, puedes continuar con el viaje guiado
respecto a |05 dados n ,ales que cada\u o de los que sigue. En el transcurso de ese vigje se te ofrecerdn
puntajes de 1 a ﬁgcurre con rmsQa Pfo?b'“dad- unas opciones de volver a esta investigacion, después de
Por ejemplo, con uhfa,)\ amigo(a)~puedés probar e adquirir mds conocimientos acerca del tema.

investigar los siguientesjdégqs:
™.
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Unidad 51 - Introduccion a las funciones

Prerrequisitos:

- Calcular con expresiones algebraicas (Unidades 11 a 13).
- Ecuaciones simultaneas con dos incognitas (Unidad 18).
- (Opcional): Producto cartesiano de conjuntos (Unidad 38).

Materiales necesarios:
- Papel cuadriculado, regla, escuadra.

/ T
/ T~
< \\\ BN
\\
N -
\ N -
s //\\\\\ AN h
/ AN \\ A

[...

y
Grafo y propiedades de funciones Ilneale;k /
1) Dibuja el grafo de una funcién de prlmer grade/

como y = 2x + 3. ;Qué figura se produce\dDonde
corta el grafo el eje y? ;Donde corta el gj"e ?

2) Sabiendo los coeficientes de una/ funC| n, ¢como
puedes calcular los puntos de |r;/e/rsecaon\o
ejes? — Haz dos otros ejemplos de funciones de prlmer

grado, y verifica la ley que encgn?aste Calcula Ios\
el

puntos de interseccion prlmero K ués\dlbUJa
grafo de la funcién y comprueba si tur calchlo fue
correcto. \

3) Dibuja la recta que pagé por Jro\

Y(O; 4). Encuentra la fungon que corresponde a esta \\

recta. ™
A S o
4) Generaliza: ¢Como puedesdeter{&nar la funcién de/
una recta, si conoces sus pun%&de ‘nterseccnon coy
los ejes de coo ‘denadas? - Haz> \qnos\eL
adicionales, calcul'\meerm\los coeﬂaen\es de Ia
funcién, y después drbujg\su g\ra?'&para comprobar si
esigual ala rgcta dada. ™ \_\
5) Dibuja Ia/recta que pasa_por los pun“qu (-2, 6) y
Q4; 3). Encue\tra Ia funcién Ue\orre577nde a esta

recta. \

6) Generaliza: ;Cémo puéb‘es\determi ar de manera
sencilla la funcion de una recta,\‘sigan ces dos puntos
de ella? - Haz unos ejemplos adicionales, calcula
primero los coeficientes de la funcién, y después
dibuja su grafo para comprobar si es igual a la recta
dada.

-1

,jZ);‘;;Euedes\d”em strar que el grafo de una funcién de

primer grado es siempre una recta? — Y el inverso de
esta hipotesis, o sea, ;que una recta siempre

/repre\enta una funcién de primer grado?

S / //

/

/

. e

/Funciones lineales: Paralelas y angulos
N

8)/Dibuja el grafo de una funcién lineal, por ejemplo y
3x/4 — 3. Construye dos paralelas a esta recta. (De

IS _/preferencia ubica las paralelas de tal manera que cada

una de ellas pase por una interseccion de la cuadricula
del papel; o sea, por un punto donde ambas
coordenadas, x y y, son enteras.) Determina las
funciones de estas rectas paralelas. Comparalas con la
funcién original. ;Qué concluyes?

9) Con la ayuda del resultado de 8), calcula: ;Cual es la
ecuacion de una paralela a y = -2x/5 + 8, que pasa
por el punto P(10; 10)? - Si todavia no descubriste
cdmo calcularlo directamente, dibuja primero el grafo
y calcula después. Haz otros ejemplos, hasta descubrir
cdmo puedes calcularlo directamente.

10) En toda funciéon lineal de la forma y = ax + b,
icudl es el significado del coeficiente a, respecto a las
propiedades del grafo? ;Y el significado del coeficiente
b? ;Y qué observaciébn hiciste respecto a esos
coeficientes, al observar rectas paralelas?
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11) Dibuja el grafo de una funcién lineal, por ejemplo
y = 3x — 6. Construye una recta perpendicular a la
primera. (De preferencia de tal manera que pase por
un punto con coordenadas enteras que pertenece a la
primera recta.) Determina la funcion de esa recta.
Compérala con la funcién de la primera recta. ;Qué
concluyes? — Si no estas seguro, sigue dibujando y
calculando otros ejemplos, hasta que encuentres una
regla general que aplica a todos los casos.

(Si tu construccion es exacta, puedes descubrirlo,
contando cuadraditos.)

12) Con la ayuda del resultado de 11), calcula:
g_CuéI es la funcién de una recta perpendicular a

= x/7 + 3/que_pasa por el punto P(-1; =5)? — Si
todawa no puedes \akularlo directamente, dibujalo
primero yfalcula después. Haz _otros ejemplos, hasta
que desoﬁbras co?\&\puedes caIcuTaﬂo directamente.

S -
Generaliza: dCuaI es la re*aflon entre |os coeficientes
"a" (p-sea,tos coéﬁQentes de en~dos funciones, si
sus/grafos son perpen iculares entre si?

(Nota tarecis/ no “tienen. pautgs en el Anexo A. La
/szguzenMdad (52) contte%&un iaje guiado acerca de

{_este mismo tema.)—._
\

Unos problemas adicionales

/

A
13) Una pulgada (abreviado 1) es igual a 2.54grﬁ‘:\,

¢Cuél es la funcién de conversion de pulgadas a™

centimetros? ;y de centimetros a pulgadas? /

) / ~
14) Al medir temperaturas, en la escala/ usual de’ -~

grados Celsius, el agua se congela a 0°C ‘y hierve—a
100°C (a una presién atmosférica normal)

SRR
_212°F_La form

S S

e I .
Usa estos. datos para/ establecer las funciones de

\\ ./ .
~conversion d}QC a °K, y viceversa.
\._\

15)\E?1\|,a escala de Fahrenheit (que esta todavia en uso
en los EEUU), el dgua se congela a 32°F y hierve a
de conversién es una funcion lineal.
EstableEéJas funciones de conversién de °C a °F y
viceversa. \\

|
Los grados Kelvin usan la misma escala,/ /pé gdeﬂne / 15) Graﬂca |35 funciones de los problemas 13 a 15.

0°K como el minimo absoluto (- 273°C) "de méanera que

I~

0°C = 273°K. /

Si/deseas estudiar el tema de las funciones lineales en
rma de un "viaje guiado", pasa a la siguiente Unidad

(52).

Si completaste exitosamente el viaje de exploracién,

puedes también ir directamente a la Unidad 53.
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Unidad 52 - Funciones lineales y sus grafos (Viaje guiado)
Prerrequisitos: // \\\\
- Introduccidn a las funciones (Unidad 57). (No es necesario haber compl)étado el viaje de &plqr\acién.)
AN -
Materiales necesarios: . \\\\\ T~
- Papel cuadriculado, regla, escuadra. N \\;
N, ~
Nota: La numeracién de los parrafos en esta Unidad se refiere a Ias/t/are‘asd\e*aitigacién en Q Unidad 51.
/ SN h
/ S
/ N LN
N ~

VIAJE GUIAD>

/
2) Intersecciones con los ejes de coordenadas: /

Grafo y propiedades de miihc\ipnes line

o N

\\\\\
Y-para todo \p‘qu del eje/y, x = 0. Entonces, para la
intersecciéon con eleje y, i

Y [ N . _ 0 _
. J o Ly =o+4=4
5 T . b
4 / \\\ u/
3 / / (,\\/ //_La%‘cg;acién de una funcion 'de primer grado se puede{
B \‘ N escrlblr\ciiamar),era generallzadg: y =oax+ b. Asi
. \ podemos también calcular sus intersecciones con los
. N //ejésd\e man}era generalizada, y establecer férmulas:
Tl Pl F P ! 2//3 T /,f"jlnté?sécci()/{ conelejex: (y=0)
: /N /\ /0/= ax + b
_ X / / J S~
y = 2 +4 . // S b
SN X= T
Observa el grafo del ejemplo a,fﬁba. L;“Tfnga cruza el\ a
eje x en (-8; 0), y el eje y en /(’f); 4). Si \bu\b*'ré(amos Interseccién con el ejey:  (x=0)
dibujado el grafo, ;cémo yadriamos caIEulqr Eso\s B b=b
puntos? /™ \‘\ \\\ y=a0+b =

Primeramente, recuerda qﬁe el \g\j?afg ntiene todos,
los puntos (x; y) que /cgmplen la \’éc\ui"n de la

x ) |
5 + 4. \Emgbces, /

esta ecuacion sg’/ cump\l\éw\ambié\n para lay
intersecciones con Jos ejes. h \\ B

De ambas ya conocemos una\cie sus coordenadas: Para
que un puntoé[éé\rten\e?ea al éjé\\x, su coc%emada y
tiene que ser/i ual a cero~Entonces pademos ststituir

™.
funcién; en nuestro /taso W=
y o

yporQen Ia(j//ecuacién d
N
0= % +4

|
N
1

Para practicar: Para las siguientes ecuaciones, calcula
las intersecciones de sus grafos con los ejes. Después
dibuja los grafos, y verifica si tus céalculos fueron
correctos:

a) y=3x-21 e) 7y =3x+ 11

b) y=§+4 f) 8x + 5y =60
4 4 7

o y=7+-13 9 Y =0
9 3

d) y=1_f|( h) LZy=9
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3, 4) Determinar una funcion desde sus
intersecciones con los ejes:

A
¥

un

D

= = A SHL ¢ 8]
.

xY

12 B 4 6

En este ejemplo sabemos que las intersecciones c\on /

los ejes son (0; 10) y (5; 0). ;Cémo podemos d;eubrlf\
la ecuacion de esta funcion?

Recuerda: El algebra nos sirve para cal/cular/“co\r}

variables incognitas, como si ya fueran |conoci
Sabemos que nuestra ecuacion debe tener la forma y
= ax + b. Solamente que todavia no sa &\cuénto
es la a y la b; pero podemos descuﬁrirlo. odemos”
hacer eso de dos maneras: / /™

.
.

A) Las intersecciones con los ejes yﬁos dan dos untos
con (x; y) conocidos. Podemos sustlt\:u\esos en y
ax + b, y asi tenemos dos ecuagiones: ™

L

/ \
10=a0+b [ \
O=a5+b \ \\\
En la primera ecuaaon vemos dHI@C ente que\

b = 10. Podemos sustltw\eso enla seguhd\e acion; \‘
entonces tenemos: / \ \ D /

~_/ /

0=as5+10 \@b\\ //
-10=a5 < |+ "_r?\\\\ —
~_ \ N ™
—,2 RN

Entonces, la ecuaaon dela ?unaon e\s\{\Zx 10.

intersecciones con Ios\ej\es son

™.
Comparamos esto con Es\ intergecciones que
L
conocemos, entonces vemos de te que b =
, _ 10 _ s .,
Ademas, —— = > 5. En esta Ultima ecuacién

despejamos a, y obtenemos = -2 como arriba.

(Completa tu los pasos que faltan.)

\

Para practicar: Determina las ecuaciones de las
funciones lineales con las siguientes intersecciones con
los ejes. Desp@sghbu;a los grafos de las funciones, y
verifica que sus mters\caqnes sean las correctas.

A .

a) (12, 0), <(0, 9N~ & —‘z&\-Q)f\(\o\”Z)
. . N . -

b) (1400 1) ) (B40), (0 749)

: N/
<) (}6/ }r\@ “5) g) (123 +0), (0; 11)

/ \
d/(_ 525

f&% (0} ~6}. \h)\( /fi E)
[ Nota: Para

ibujar.los grafos Usa un tamafio adecuado
\ar\a Ia unidad.

rém)p

N ) es mejor usar una
adriculas, o aun mayor),
Ias intersecciones son

unldad\p\quena (1 madr ula, o medla cuadricula), para
L que quepans 6 unidades:

“En_h) no podr. ublcar los puntos de manera exacta;

tendras_que calcular unos puntos a dos decimales, y

despuesép@xmarl s en el papel.

/5“6) Deterﬂmnar una funcion desde dos puntos

ados //’
/
En los ejemplos anteriores sucedid algo extraiio, y eso

\pedrier dificultar tu razonamiento: Las "conocidas" se
,cbmnerten en ‘"incognitas’, y viceversa. Estamos
acostumbrados a que las letras x, y significan
ognitas”" que se deben descubrir. Pero si sabemos
e por ejemplo el punto (-2; 6) pertenece al grafo,
entonces conocemos x y y en este punto. Lo que no
conocemos, son los coeficientes de la ecuacion.
Sabemos que la ecuacion tiene la forma y = ax + b.
Pero las "incognitas" aqui son a y b. En cambio, la x y
la y podemos sustituir por sus valores, porque ésos
son conocidos.

Entonces, si el grafo de una funcién lineal pasa por los
puntos (-2; 6) y (4 3), podemos establecer las
siguientes ecuaciones:

SR

Podemos resolver esto con uno de los métodos que
1

6 =—-2a+b
3=4a+b

’

aprendimos en la Unidad 18, y resulta: a =

2
b =5 . (jVerificalo!) Entonces la ecuacion de la funcién
X
ess Y = —5+5.

(Vea el dibujo siguiente.)
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Para practicar: Determina las ecuaciones de las
funciones lineales que pasan por los siguientes puntos.
Después dibuja los grafos de las funciones, para
verificar tus calculos:

a) (12; 11), (5;4)
b) (-9; -6), (15; 10)
c) (=7, 15), (=3;3)

12.64) (_10.2 ]
2 (775} (-573) S

/ /

e) (4.83; 9.04), (-3.99; 9.04) /
75, u-18)  /

h) (~6.6; —0.95), (11f, 10£}// -

J‘4 \ 1\‘ /

Unos problemas adicionales: Si todavia no
problemas 13 a 16 de la Unidad 51, pue
ahora. /

/
/

/ ) \
7) ¢Por qué las funciones de pru{'ner gra\sé
llaman “lineales"? S {

I .

iciste los
re o\verlos

Hasta ahora hemos asumido s{lencu}same\te que los
grafos de las funciones de primer grado §vemp\e\§on
lineas rectas; y que la ecuago de una linea-recta-
siempre es de primer graqb Por-eso,las ecuaciones

funciones de primer gradg se llaman “fine

Pero ahora vamos a exameauhl\eso reaImenteQ
y vamos a demostrarlo’ (o refutarlo, dgde es necesafio). /
/

Primero demostraremos que el grafo dé\una func/wh
d e \;_/
e primer grado eZ\s\empre una recta..

Hemos visto q% p@dem@igen\erauar nuest\ra\f ncion
con y = ax +/ . leuJammsu gr‘a\fQ Kumle o que

ay b sea /posmvos Jyh
AN
~—_ /

(Después, tu \{Qsmo(a
podras verificar que el
razonamlen%»

mismo
funciona también si \ Y/
uno de ellos es nega- \‘*\
tivo, o ambos.) ™
Llamemos X y Y sus
intersecciones con los p

X <« P

) (4.25;1.2), (0;0) / N
g \\J \SQ

.

Elegimos dos puntos P y Q en el grafo, con
coordenadas x = p, respectivamente q. Aplicamos la
ecuacién dea_ funcién, para determinar las
coordenada/s/de los Buﬁ‘rto\s\:‘

P(p; ap+b), Q(q, aq+b).
Construiréos rectas \Tpendiculares Jéj X, que pasan
por Py Q\ LIamembg\las intersecciones que se
producen, P1 Q1. Ahora~._examinamos las
prop(edades de\os\mangulos XPR{y XQQu:
; ’/f\F}P\l qg / P +

b
LT
a'linea resulta de aplicar la
dlstrlbutlva Sacamos afuera del paréntesis, como

un}éctor comun "~Notamos que dentro del paréntesis
queda un\ex\presmn igual al otro lado del tridngulo. O

a: ™
S \\_‘

™
\EP1 =a-XP1, QQ1=a-XQ1

Esto S|gn|f|ca qug estos lados de los triangulos son
proportmnales entre si. Ademas, los angulos entre
estos lados correspondientes son iguales: angulos

__reetos en P1 y Q1. Por tanto, los dos tridngulos son
7 s@mej ntes. |

/ (En realldgd eso ya lo sabiamos. Anteriormente ya
. hemos yzado lineas rectas para graficar proporcionali-
dades/Pero ahora tenemos la demostracion mate-

mhtjca de que efectivamente es asi, siempre.)

Perp si son semejantes, entonces todos sus angulos
soh iguales. En particular, sP1XP = <QiXQ. Por tanto,
P y XQ son la misma recta; o sea, X, P Q son

=

/ colineales.

Pero lo mismo aplica a todos los puntos del grafo que
podriamos elegir. Entonces, todos los puntos del grafo
son colineales. O sea, el grafo es una recta. Eso es lo
que habia que demostrar.

(Repasa esta demostracion, para asegurarte de entender
bien el razonamiento. Completa la demostracion para
los casos de coeficientes negativos.)

o

Examinemos ahora la pregunta inversa:
ZEs toda recta el grafo de una funcién
de primer grado?

Podemos usar un dibujo similar como
arriba, y hacemos el mismo razonamiento
al revés. Solamente que usamos Y como
vértice de uno de nuestros tridngulos;
eso simplifica las cosas un poco.

[1Qi, (Vea el dibujo siguiente.)

ejes. ~
/ ‘ q

xY
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Unidad 70 - La esfera; Coordenadas geograficas

Prerrequisitos: \\\\
- Calcular con expresiones algebraicas (Blogue /). // \\\\
- Fundamentos de la geometria del espacio (Unidades 66-67). { AN T~
- Grados, minutos y segundos (Unidad 24). \\ N
- Para algunos de los problemas: Teorema de Pitagoras (Unidad 64). . AV .
/,7\\\\ \\ /
\\
La esfera es el lugar geométrico de todos los puntos que se encUentran auna m/smg als\anaa d sde un punto dado
(el centro), en el espacio de tres dimensiones. \
/ \/
/ \\\ O
VIAJE GU'AD& / E ctn?amente éste € eI ltado si remplazamos A
or la formulgjel area:
A . 4r%m) 4
Area (superficie) y volumen de la esfera V = @ —r
(sup )y / \\ 3 *\\&
/ "~ >
A= 45T Vv = iﬁn \\\ “Nota: La m‘la para A se puede memorizar
3 . facilmente asi: superficie es igual a cuatro
~,

Para demostrar que estas formulas son dorrectas

necesitariamos las herramientas del calculé mtggra\l
Pero la relaciéon entre las dos formulas‘se phe\g/
fundamentar de manera bastante sencilla. O sea,
demos
deducir la otra. El razonamiento es,/simila algue-
usamos al calcular el area de un circul/d (Unidad 67/,,\6\2).

cuando conocemos una de las dos form

Nos imaginamos-la esfera co\tada en muﬁmg edazos,
desde el centroy con?fe@&s rectoQC\ada pedazo tiene
como "base" dna porcién de\la superficie de g esfera.
Si un pedazo\ es lo suficientemente pe / su base
es practicamente plana. Po demas con5|d arIo como
una pirdmide con base B, y su \nfa\eg . Sabemos

que el volumen de esta piFém\ide es
\\\
e
La esfera entera es la suma de todas’ estas pirdmides.
Entonces podemos calcular su volumen como de una
Unica piramide con base A (superficie de la esfera) y
A-r

altura r. Por tanto, su volumen es T

c:rculos%ea del £irculo = r21'[)

//T’ued*e&[IustrarIo con el siguiente experimento:
~

N

Toma una \Naranja y cortala en dos mitades. Pon una

/mrbad aparﬂe Corta la otra mitad otra vez en dos

parLeS/lguaIes Come una de esas partes, pero deja la

/ cascara mt/acta Aplana la cascara, y compara su area
S con el

g(culo por donde cortaste la mitad. Debe ser
aprofmadamente igual.

E

Ya que el pedazo de céascara es 1/4 de la céscara

completa, la superficie de la cascara completa es
cuatro veces el circulo del corte.

Por supuesto que eso no es una demostracion
matematica. Pero te ayudara a recordar la formula.

Para practicar:

1) Calcula la superficie de una pelota de 38 cm de
didmetro.

2) ;Qué volumen de aire cabe en un globo esférico de
5.60 m de diametro?
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3) ;Cudl es el didmetro de una esfera cuyo volumen es
exactamente un litro?

4) Calcula la superficie y el volumen de nuestro
planeta, asumiendo que es perfectamente esférico, y
sabiendo que la longitud del ecuador es de 40000 km.
(En realidad, la Tierra es ligeramente aplanada en los
polos. Pero no tomamos en cuenta eso para el calculo.)

5) Con 700 cm? de acero se fabrica una esfera vacia
por dentro, con un radio de 12 cm. ;Qué grosor tiene
la capa de acero?

*6) Pepe tuvo el privilegio de visitar el planeta Triflux.
Un dia, su anfitrion le dice: "Hoy vamos a Diplus. No es
lejos, apenas/ "des_ miIitriqus - "sY cuanto es un
militriflu?", q{uere sab\hRepe — "Pues, un milésimo de
un triflu." 7"LY cuanto es un\frrﬂu?" - "Veo que todavia
te faltan l6s conocimientos basicos “de-nuestro mundo.
Nuestros sabios han de¢ finido el triflu de tal manera
que la super%xde T;{ﬂux en triflus/cuadrados, es
|gual/afvo‘rumen e\Trlqux en t(flus ublcos - "Aja",
d|c¢ Pepe, ' perbxslgo Sin saber cuanto es.”
/a) ¢Cuanto mlql smh&erﬂae y/el area del planeta,
én triflus? Pﬂﬁlﬁ\
b) Si Tri UX esd del mismo t
cuantos kllomet

nafio como la Tierra, ja
qLLvaIe urytriflu?

.

- -
Problemas acerca de las propiedades geométricas de\lagsfera o

/
/

S

Demuestra o refuta: / J\

7.a) El mayor circulo que se puede producir con-un
corte plano por una esfera, tiene su radio |gual/aT radio ™
de la esfera. /

*11) Si un no es tangente a una esfera con centro C
nto de tangéﬂcla T), entonces CT es la normal del
pIanO\

*12) Una e§fe(a s determinada por 4 puntos de su

b) ;Por donde tiene que pasar un corte paraﬁue// 7 superfr&g

produzca un tal "circulo maximo"? \\ ~—

*8) Cada corte plano por una esferg. pr {ce un

circulo. / ~
/

*9) Si se cortan dos esferas, la Iine/é de corte es~un

circulo. / \/ 7

4 /

superficie de una esfera. EntoncesT esfem se puede
cortar con un corte plano en dos mita es\lgu‘o\les de

manera que A, By C se encuentran en la mls\&mﬁd
/\\\\ \ \

Otros prob mas:

)\bkna esfera tiene un radio de 53 cm. ;A qué
dlstér(aa el centro hay que cortarla con un plano,

[\ para que/ | circulo resultante tenga un radio de 45 cm?

Yj?t)%o/n dados dos puntos cualesquieras A 'y B en la
*10) Son dados tres puntos cualesqLTreLas A, B, Cen Fa\
de

ficie de la Tierra. ;Como se puede encontrar, en
perficie, la linea méas corta que une A con B?
(Nota: Efectivamente, las aerolineas intentan en lo posible

fijar sus rutas a lo largo de esas lineas.)

7

& O

\ ™
VIAJE GU|AD%> N

Coordenadas geograflcaS\\ . /

Cortamos un@esfera poksu centro coNn plano
horizontal. El c/culo resuli\an\te se“puede d|V|d|r n 360
grados, comd un transportador Ah \sqda unto A
de la cwcunferenaa esta flnldo por el ang lo a que
forma con el p\nt\o de "cero ﬂog

Ahora caminamos d\sd_g el punt A\verticalmente
hacia arriba, a lo largo de-la superficig de la esfera,
hasta llegar al punto B. Este movimiento se puede
definir con un angulo  en un plano Vertical.

Cada punto en la superficie de la esfera se puede
describir mediante estos dos angulos o y B. O sea,
podemos definir un sistema de coordenadas esféricas.
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Obviamente, no son coordenadas rectangulares como
las coordenadas cartesianas que conoces. Son
coordenadas basadas en los dngulos que se forman en
el centro de la esfera.

Eso es exactamente lo que se hizo para describir la
ubicacion de los puntos en la superficie de la Tierra.

Para eso, primero habia que definir qué es "vertical" y
qué es "horizontal". La Tierra gira alrededor de un eje
que pasa por los polos. Lo mas
l6gico fue definir que este
eje es "vertical", y en-
tonces el plano del
ecuador es "horizon-
tal". El plano del (o
ecuador se define

de manera que el gje
es su normal.

Polo N

Con eso, los angulos "ver-
ticales" (B) son definidos:

Polo S o
. o , Q/ S

El ecuador tiene la coordenada 0°. Desde alli S¢ miden ™

los angulos de elevacion hacia el norte resp. el sur. /
y

S~ /

Esta coordenada en / Y
direcciébn  norte-sur se
llama latitud.

Si avanzamos en la "ver-
tical" hasta llegar a uno de
los polos, la latitud es 90° |
(un angulo recto). Si
seguimos avanzando, vol-
vemos a "bajar" por el
otro lado, y la latitud
disminuye. Por eso, la
latitud maxima es de 90°. \

\

Todavia falta definir el punto de\\“é@
ecuador. No existe ningin_punto “privilegia

ecuador, asi que seg‘tu\\/o\?q{&e definir de~.manera |

arbitraria. Se defini6 que Nse?Vatorio astron?)‘r'ﬁico/
de Greenwich (Londres, Ingla%éw@ iba_a tener)é
coordenada 0°. Désde alli se miden-los \éﬁgulos/en
direccion al este/,,\y\a\FQeste. “Bsta coordenada se lama

. /,' ~— AN \\\
longitud. \\\\g\ \\\\
Después~de girar por

/

S 180° has éncontra-

AL, 120 . Mmos en el lado

10 OQ S e \Dg(isto de la
120 < : Tierra, no
e o importa i

hemos ido ha-
cia el este o hacia el
oeste. Por eso, la
longitud maxima es de 180° en ambas direcciones.

90° | \\/’/

Paralelos y meridianos

Ahora podemos representar estas coordenadas con
una cuadricula, similar a las coordenadas cartesianas.
Solamente/z{ue la cuadricuta.consiste en circulos, no en

rectas. / S~
N e

Por ejemplo pode}\\dibxujar un circilo que une
todos los puntes con unaﬁtitud\de 30°N (30 grados
hacia ef norte). \7ér:Qos que est / citeulo es paralelo al
ecgagsr. Por e§®i\ esos-circulos se taman paralelos. El
d/ibujo/rpuestra q‘s}eqqa\rg lo, y también el paralelo de
B0°S. ¢ ’ -
/

o~ . .

" /fambién podemos unir todos los puntos que tienen
una\TOngit}A’d de 0°. Resulta un semicirculo "vertical®,
L desde ia/l/polo norte ha}sta el polo sur, que pasa por
“Greenwich. Estos semicirculos se llaman meridianos.
/\El\(\jibujo muestra este meridiano, y también los

idianos de 50°0 y de 25°E.
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Muchos mapas muestran esta cuadricula de paralelos y
meridianos, para poder ubicar los lugares segun sus
coordenadas. Podemos observar e investigar unas
propiedades:

- Cerca del ecuador tenemos realmente una cuadricula
casi perfecta, como las coordenadas cartesianas. Pero
cuanto mas al norte o al sur vamos, mas "alargada" se
ve la cuadricula. /A qué se debe eso?

(Izquierda: Cuadricula de un mapa cerca del ecuadqf
Derecha: Cuadricula de un mapa cerca de los 45°S.) /

\

- En mapas que muestran territorios muy grandes, los
paralelos y meridianos aparecen curvados, ya np/como
rectas. Eso es l6gico, porque en realidad son,,flrculos y /
no rectas. / (

- Para ubicar un lugar con exactitud, no esi suficiente
indicar sus coordenadas en grados. Se |r\‘rQ|can en
grados y minutos, o incluso segundos gvea laad\Zﬂ:/
Eso es porque un grado en la superfl/cie de |a Tierra es

muy grande. \// \
/

/

de un grado en la

/

/

Para calcular: ;Cudnto mide un ar

superficie de la tierra? ;y un arco, de un minuto? ;de u\/

\ N
Nota: Se definio la milla n ica como Ia\d\st\ncja

que corresponde a un 7‘co de
superficie de la Tierra. ™S

\

segundo?

Para hacer: Averigug/ las\oqrderra@s geograftca? del /

lugar donde vives. /

\\‘

\\ \
.

15) Calcula Ia d|stanC|a entré th\(z& 30/
Macapa (51014 0, 09),

Para practicar: /

0%y
i Lendo alo Iarg\xdei ecuador.

16) Lo mismo jsara la d|s da\ent;e/La Serena
(71° O, 30° y Pbr\tg Alegre O, 30°S),
midiendo a lo Iargo del pa\'ralglo.

\\una hora?

n minuto eh\la S

17) Un problema capcioso

Este es un problema “clasico”, pero quizds no lo
conoces toda\na T‘ntckces razona bien, antes de ver la
solucion:

.

\\

/

Un cazador sale de-su cabana y ‘camina 200 metros
exactamente\haaa e\su?\Qespues camina 200 metros
exactamente hacia el Beste Entoncgs ve un oso
exac‘;amemg en norte. Antqs gué el oso pueda
moyerse lo dlspara ytamlna hasta-el lugar donde esta
el/oso muerto E$ |§tanC|a de/200 metros. El oso
yaceJ cazador. ;Qué color

to dalante dela caha
/tiene :lsh

S

rotacum de la Tierray los husos horarios

18)\I@ Tlerra hec\esna 4 horas para una rotacion
aIrededo*Qe su eje. Entgnces, jcudntos grados gira en

S
\\.

™.

Si Fit)s\desplazama‘ esa misma cantidad de grados

hacia el este o el ogste, entonces la posicion del sol en

_el cielo cambia-pgr esa misma cantidad de grados. Eso

significa-que la hora local cambia por una hora. Por

eso, diferentes paises tienen diferentes horas.

_Auan si nos oﬂesplazamos solamente por cien kilémetros

h\aoa I esté o el oeste, notamos que cambia la hora
/ en Ia que gl sol sale y se pone, aunque solamente por
~._unos m)nutos Pero normalmente los paises definen
quad/ntro de su territorio entero vale la misma hora.
'Entences, al viajar a un pais vecino, puede que
tengamos que adelantar o atrasar el reloj por una hora
entera. El mundo se ha dividido en husos horarios que
diferencian (normalmente) por una hora entera, y
que abarcan paises enteros. Aun asi, algunos paises
como Brasil o EEUU, son tan grandes que abarcan
varios husos horarios.

19) ;Cuantas horas de diferencia hay entre Los
Angeles (118°0, 34°N) y Rio de Janeiro (43°0, 23°S) ?

20) Rebeca viaja de Huancayo a Lima. El dia siguiente
nota que el sol sale 7 minutos méas tarde que en
Huancayo. ;A qué se debe eso? ;Cuantos grados y
minutos de diferencia debe haber entre las longitudes
geogréficas de Huancayo y Lima?

*21) Julio se encuentra en Belgrado (20° 30" E, 45°N), y
vigja 550 km hacia el este. ;Cuantos minutos mas
temprano sale el sol en ese lugar, en comparacion con
Belgrado?
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1) En el dia de tu cumpleafios, ;qué fraccion del afio
paso? — Exprésalo también en decimales.

2) ;Existen dos meses en un mismo aflo que coinciden 4) S;z/ellge\al azar\qn numero ﬂ\atur | n. ;Cudl es la

en el nimero de dias que tienen, y cuyos dias caen en prgbabllldad de que ,,3\ n sea divisible entre 24?
los mismos dias de la semana?

5) Se 4 I\e\al aZar un nn(népo tural n. ;Cuél es la

3.a) Damaris encontrd una agenda del afo 2019 que probab|l de que el resuTta o de n(n+1) termine
quedo sin usar. ;Cual seria el siguiente afio que Weo\n lacifra2? £
coincide con 2019 en sus dias de la semana, de / I .
/ . ~
6) "El nimero que cuenta sus propios digitos” / g g

Se busca un nimero de 10 digitos con la siguie%i\q \\Por si la exp\bacic’)n fuera dificil de entender, aqui un
propiedad: Las posiciones de los digitos se enu an< ejeﬁ‘rplo de un numero de 5 cifras que cumple la
en orden, desde la posicion 0 hasta la po§i£?9 \ condicidn:. .21200. /En la "posicion 0" hay un 2, y

Ahora, la cifra que se encuentra en la posncn?n 0 debe / efectlvamenté«e Umero tiene 2 ceros. En la "posicion
indicar cuantos ceros contiene el nimero cqmpletoﬂa 1 ha\y\ un 1, y el nimero contiene 1 uno. En la
cifra en la posicion 1 debe indicar cuantos \Lﬁos/ "posicién 2 hay un 2, y el nimero contiene 2 veces la
contiene el numero, y asi suceswamente\hasta la }jitgz En Ie‘}s posiciones 3 y 4 hay ceros; y el nimero
posicion 9, cuya cifra debe indicar cda \nueves /o, co tiene/ningln 3 y ningun 4.
contiene el nimero. ;Cual es este num,éro'? / Se debe ewcontrar ahora un nimero de 10 cifras con

/ /N esta mispria pro iedad.

/ / \\‘7 S N /m p p

- z '/( “

) ; /\\ \\ \

7) La mesa inestable SN /

Una mesa de cuatro patas e t parada sobre_un“piso mo condicién adicional, contamos con que la mesa
desigual, y por eso se muevex Yo digo que. tan. std construida de manera "recta”; o sea, los extremos
solamente con girarla hor;ZontaIme\t n su Iugar, Se. de sus cuatro patas se encuentran en un mismo plano.
puede lograr que las cuatro patas de- Ia esa estén \ Por supuesto que no funcionaria si la mesa estuviera
firmemente paradas sobre et-piso — sin teneT\cLu oner ) desigual, y el piso completamente plano.

algo debajo, y sin hang a1§qn\amb|o en la forma del /

piso o de la mesé ¢Puede5\ r?ragtrar que esta/

afirmacion es ciertaﬂ ¢O puedes r%tarla eﬂ\el caso.de

(Fuente de este problema: Keith Devlin, Curso a
distancia “Introduction to Mathematical Thinking’,

\ coursera.org.)
ue es falsa? : I
q gy \\~ \\ \\’\\
/ T~ \
/’/ \\\\
8) "gCuéntq’/ mide tu ampo cuad%‘éK regunta 10) El sefior Castillo compra un terreno rectangular de
-

Manuela a Elisa..— "6900 m= ero no es e actamente 125 m? para construir una casa. El perimetro del
cuadrado. Un lado mide 17 metres mas_due el otro." terreno mide 48 m. ;Cuénto miden sus lados?

o~ . 5
¢Cuanto miden Ioslado\del campo 11.a) Un circulo estd inscrito en wun tridngulo

9) En un terreno cuadrado se-. encu ntra una casa, equilatero. ;Qué porcentaje del area del tridngulo
también cuadrada, cuyos lados miden 1/5 de los lados ocupa el circulo?
b) ;Qué porcentaje del area de un hexadgono regular
ocupa un circulo inscrito en éI?
*c) ;Y en el caso de un pentagono regular?

del terreno. El terreno alrededor de la casa mide 3042

m?. ;Cuanto miden los lados del terreno?




46 Hans Ruegg: Matemdtica Activa — Secundaria |

12) Campo desigual

Para nivelar grandes terrenos con exactitud, existe una
tecnologia de laser. Asi me lo explicé un productor de
arroz: En el medio del campo se instala un aparato que
emite rayos laser en direccion exactamente horizontal.
Las maquinas que se usan para nivelar, contienen un
sensor que capta el rayo y sefiala al maquinista si la
altura es correcta. Esta tecnologia permite nivelar
terrenos con una exactitud de un centimetro.

Ahora, segun dicen, un duefio de un campo grande
alquilé un tal equipo. Quiso tener un campo plano
para que no se formasen lagunas con el agua de la
lluvia. Pero cuando el trabajo estaba acabado, y vino la

primera lluvia fuerte, los bordes del campo estaban
secos, mientras que en el medio se habia formado una
laguna de diei“ﬁlntimetros de profundidad. El sefior
llamé al m(genlero \responsable del equipo y le
describid ¢I problema. El |nge£Lero preguntd: ";Qué
tamano tiene el cafnpo?" - "Tanto ... par qué? jHay un
problema con el laser \u\aﬂdo el campo gs grande?" —
“No, el laser funciona peffectamente Pero con un
camga/fan grandem\omo el squ intefviene un factor
aduzlonal que u\sted nO\t\omo en cuenta ..."

(/A quése. reflrlo’/éfwen\ero'? — Y suponiendo que el

/campo /cuadrado iqué-a tenia, aproximada-
\qjente? N
- .
\‘\, \\

13) Vuelo contra el viento

/

Tres pilotos estan conversando. Sanchez dice: /
"Un viento inusual hubo en esos Ultimos df

iverdad? T

- "Si", responde Mendieta. "De 80 km/h, a la al/tu/a que
yo vuelo. Y constante, durante tres dias seguiﬂos
- Sanchez: "En mi ruta igual. En la ida me| ayud& M
avioneta va a 400 km/h, pero esa vez se Ié anadlo Ta
velocidad del viento. Solamente que el re re§Q se hizo
mas lento, porque el viento estuvo (/yn ¢
supongo que en el total, los dos efectds se anulan.”
- Mendieta: "O sea, ;que el total /ef tiem de /id\y
de regreso seria el mismo como lo/ normal? No estarla
tan seguro de eso. ;Cuanto mide ’gu rﬁteﬂ"

.

- "2400 km. ;Y la tuya?" s ‘\

- "Exactamente 4940 km. En ml ruta, el VlQntO ~estuvo
en contra en la ida, y demore na hora y 4M|nu os_
mas que en el regreso." /

- "iRegresando con el ¥

£

tra: ~Pero_—"

‘\

ter\er\pl loto. \\\

- "Si, el \ vTen\to siguié iguél en el regreso.”

\"No sé si la velocidad del viento era la misma en mi

rutaf;\dlce Ledn, "pero también senti un efecto. Mi ruta
mide m km, y my/avién vuela a 675 km/h. En la ida y
el regreso Ju\ﬂtos emoré esta vez 10 minutos mas de

/ _~Tor noerI No es'mucho, pero debe haber sido a causa

del wento\

_Ahora que escuchaste la conversacion, responde a las
s\gkgeptes p?eguntas

" a) Es copfecto que el viaje total de Sanchez (ida y
4
\ regreso/untos

duré el mismo tiempo como lo
[\ormal'? ;O cuanto fue la diferencia?

b) ~gCual es la velocidad normal del avion de
Mendieta?

c)/;Cual fue la velocidad del viento en la ruta de Ledn,
poniendo que fue la misma en la ida como en el

rem?mta a Herén dey
Alejandria, un matemadtico de la anti aGTecza
) om gu\ cla: 4

14) El siguiente prablema S

—

Un reservorio de ag tiene.cuatro entradas para el

suministro del ?/gua SLIa\grlme\ra\entrada esta“abierta,
\\ .

/ \ \

/
/

el reservorio se llena en un dia. Si la segunda entrada
esta abierta, se llena en dos dias. La tercera entrada
demora tres dias, y la cuarta cuatro dias, para llenarlo.
(En cuanto tiempo se llena el reservorio, si todas las
cuatro entradas estan abiertas?

.

se-incrementaron en

f 3m. En consec\enga el a
aumenté en un nimero ent\r&ge m2.
a) ;Cuanto midié el lado del4'\?:ug\d ado original? -
Exprésalo con el denominador racionalizado.

del cuadrado

b) Encuentra una formula que expresa todas las solu-
ciones. Escribela con el denominador racionalizado.

16) Los lados de un cubo se incrementaron en 16 cm.
En consecuencia de esta operacion, su volumen

aumentd en 41'680 cm?3
cubo original?

. ¢Cuanto midi6 el lado del
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Anexo A: Pautas y soluciones

/ .

™~
iUsar con sabiduria! - Lee en la introduccién: "Cémo usar las pautas/y/soluci%es". \\\\_\\
\\ \\\\.\\\\ T

Unidad 28: Poligonos \\ NV e
Angulos en poligonos regulares: 18) /@szJo g Ta\ derecha) \ 5
8) Ciertas descomposiciones pueden contener un nimero o & 180°-4 \1800 \1440°/n
ilimitado de poligonos, de manera que existen infinitas a;f90°,/ b) 25 /‘/ \\ / Q
posibilidades. Por ejemplo, en vez de partir un cuadrado en ‘ }
cuatro cuadrados pequefios, podemos partirlo también en { 19.a) Lmulos en CGy K ¢
25 cuadrados, o en 961 — o en practicamente cualquier / I\ada uno 4- /2 = O :
cantidad de cuadrados, aun en 7 6 en 14, si los cuadrados / Sévgodrla demostrar cbmo en
pequefos pueden tener tamafios distintos entre si. / a) que los-angulos en Ios-vértices son rectos; entonces
Es interesante que un hexagono regular se puede parti/r// ria que d\nostrar adicionalmente que los lados son
en dos hexagonos regulares y seis tridngulos equiléterqé; iguales or las smﬁei\las el poligono regular). — O més
o también en tres hexagonos regulares y seis triénggios facil: Se construyen 10 radios desde el centro hacia
equilateros. ;Descubres cdmo? \\ ~B,EHK. Los angulos entre los radios son cada uno 3- { =
Para los siguientes razonamientos puedes nuevamente 90\Q sea, son dos iametros que se cortan en la mitad y
examinar los angulos: ;Para cuéles poligonos regulares 5 en angu*&\recto, por tanto son las diagonales de un
pueden existir tales descomposiciones? — CPuede existir / cuadrado. ™

una tal descomposicion que contiene ﬁenm@ o)L Un“trap\ecno isésceles con angulos de 75° y 105°.

regulares?

20) La apoﬁgma forma con un radio (hacia el vértice) un

(Para tu informacién: Existen cuatro pollgono regulares
; /aﬁgJ.LIo de 3500 (12:2) = 15° y con el lado un angulo

distintos que se pueden descompon segun las

. / . recto Construye este tridngulo (ALA); asi tienes las
condiciones del problema.) e /,, / t y 9 (ALA)

/ medidas d¢| radio y también del medio lado. Con eso
9) Este problema puede resolverse ge manera similar  /

{ puedes cdmpletar el dodecagono.

como el de los patrones regulares (o/sea, con~una, unlcéx I %
clase de poligonos). Cuando h|C|mo§ eso en la pr/lmarla, Z%Eﬁna diagonal forma con dos lados un tridngulo
examinamos los dngulos que seJu;lJ;\n eﬂ\un vértice. Pam\ isésceles con un angulo de 108° (en el vértice) y dos
juntar varios poligonos aIrededor de. un ~vértice, su angylos de 36° (entre diagonal y lado). Construye este
angulos tienen que sumar 360(0 Eso se\eump .en el trigngulo (ALA), y completa el pentadgono.
ejemplo que se dio junto con el'problema: En cad@e\nge ) La diagonal mayor (didmetro) forma con las paralelas

hay un total de tres trlangul\s quilateros \dgs N unos angulos de 67.5°. (Calcula...) La I
cuadrados. Sus angulos sony/ /3.60° +2:90°= 360°. ™ otra diagonal es perpendicular a las

El problema se reduce fe\tonces a Efqn r_combi- paralelas. Construye entonces estas

naciones de angulos (de-poligenos regulares)\que uman ) dos diagonales; después completa el

360°, y después evalua;?para\c\ada mbinacion si p\s-r‘rmte / octagono.

repetirla en cada vert/ce Existen-en téta\ocho patrones 67.5°
que cumplen IaS/ condiciones. e\tes pue\es ah%a 23) Las diagonales mayores

encontrar todos? forman con una de las paralelas

13) 720° - (57°+ 1/33°+1\05°+1§°\0-\\141°+91°) un tridngulo isésceles con angulos

14) a = (/2 = 29" \\\i\ b N a = 77'/7° (vea Problema 15).

15) a = 342 # 77'/7° Construye este tridngulo; después

= 77° 8 3";4?{7" (Dibujt N completa el heptagono.

o \‘\ derecha - a o

6a)

(X = 9bQ\
180°/n.)

17) 180° - (55°+36°) = 89°
(Dibujo a la izquierda.)
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*24) Verdadero. Por causa de
las simetrias en un poligono
regular, podemos escoger un
radio hacia un vértice como
eje de simetria. Si el numero
de lados es par, la prolon-
gacion de este radio (o sea, el
didmetro) es también una
diagonal. Ahora, toda diagonal
que corta el eje de simetria y
no es perpendicular a él, tiene otra diagonal simétrica a
ella que corta el eje del simetria en el mismo punto. Asi

s

>

N

tenemos una interseccion triple.

Tenemos esta misma situacion en cada vértice; eso nos da
un minimo de nerersecaones triples. Y ademas el centro:
alli se cortar/ todos\los\dlametros Asi tenemos por lo
menos n+1/untos que cump*remla condicion.

El dibujognuestra\u\ decagono alti.vemos que ya se
producen %de estoé\QMO\s para cada vértice; entonces
tenemos incluso 2n+1 iht\ersécaones triples. A medida
que n/aumens\el ndmero de/intergecciones triples
aumenta muc mas._... pero e%o\ nos llevaria a una

|nvést|gaC|on mas\avanzaﬁ\
r/ . )/’_\ \
/

Unidad 37: Investigaciones y problemas diversos

Un nuevo truco de Alberto

Alberto pidié sumar todos los nimeros que resultan de
las permutaciones (vea Unidad 50) de 4 cifras a, b, c/ d.
Existen 24 permutaciones. De ésas, exactamentée- 6
contienen en las unidades la cifaa, 6lab, 6lac y6lad.
Entonces, la suma de las unidades es 6 (a+b+c+d/15ero lo ™ )
mismo aplica a las decenas, a las centenas, y a los /
millares. Asi que la suma final es 6666- (a+b+c+d)
Con la operacién inicial, Alberto asegura qye la suma~

//\

(™ / _Alber

1000e + 100f—k10g +h) — (1000h + 100g + 10f + €)
= 9\9(< + 90 ~g)-
Eso es u\multlplo de~9/ asi que la suma de sus cifras
\tamblen debeser un mdltiplo de 9. Pero podemos decir
aun ‘mas: La sum se;\de us cifras siempre es 18.
Verlflca\lb\En un multiplo de 999, la suma de las cifras es
27. Pero esoE\g:\on ienen dos veces el 9 en el medio, y
excluyé Tos nimeros con cifras repetidas. Si le
Bérestamos 90, desde una vez hasta un maximo

sumamaos

a+b+c+d tenga unas propiedades particulares. Son las de 9 veces, esos dos nueves cambian a nimeros menores,
cifras de la diferencia entre un nimero efg,, su "Qaverso" /dpmapera que la suma de las cifras llega a ser 18.
hgfe. Esta diferencia es: / ~__—" /Entonces Ig suma final es cada vez la misma:
/ /
, /18 - 6666 5/119'988.
/ /\ [ 7
/ / LN yd

Residuos cuadraticos:

b) Las propiedades mas notables son ?éﬁtas repeticiones
y simetrias en las sucesiones d /los residuos. ?a& &char
el por qué de esas propledage,

algebra. Recuerda que un nymero qklm j

dividir entre n, puede escnglrse com N

un ndmero entero).

c) Esta pregunta puede’ con\uamos aun tema\baitpnte /
importante de la antmetlca m uFan\En la Unidad 37/

hemos elaborado unas "tablas de u|t|pl4caC|on modu-
lar". Alli ya nos encéntramos con el mlst teﬁw& na
diferencia notable entre estas tablas “*moédulo n",

dependiendo dé¢’ si n\&sbr\moki‘empuesto Algp muy
similar observz;/mos en los residuos cu icos.
(Efectivamenté, elevar un namero al cuaaTad\oue también

una multiplicae én.) Sigue iny Lgando N
d) Cuando calculamos "médul \"\entontc/EZs podemos
simplemente decir -a € \ﬁ\vez de n - ayporgue los dos son

congruentes. Este es unO\de los tempas donde es
ventajoso calcular con "residuos‘*ngga\tivo

\ / /,

operaciones se pueden realizar con cuadrados
perfectos, de manera que el resultado sea nuevamente un
cyadrado perfecto? — Recuerda los principios de la
ongruencia modular: Estas mismas operaciones puedes

~./ efectuar con los residuos, y el resultado debe nuevamente

ser un residuo cuadratico.

Y por fin, fijate en las situaciones donde aparece —1 como
residuo cuadratico. Compara las propiedades de los
residuos cuadraticos para aquellos n donde -1 es un
residuo cuadrético, y para aquellos n donde no lo es. (No
olvides que puedes expresar algunos residuos con
ndimeros negativos.) Encontrards unas propiedades
interesantes. ;Puedes fundamentarlas?

f) La pregunta conduce casi directamente a la respuesta.
Solamente los numeros con determinados residuos
(médulo 4) pueden escribirse como sumas de dos
cuadrados perfectos, los otros no.

Interesantemente, esta propiedad aplica solamente a los
residuos moédulo 4, pero no médulo otros nUmeros.
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La constante de Kaprekar 9. Entonces el numero con las cifras en orden
Hemos visto en el "truco de Alberto", que estas descendiente cbmlenza siempre con 9. Por tanto, tenemos
diferencias entre un ndmero y su "reverso" tienen unas que examlnar solaménte los multiplos de 99, desde
propiedades particulares. Al repetir la "operacion de 90'000 hasi;é 99'999. - Ademé‘s\muchos de ésos resultan
Kaprekar", a partir del segundo paso aparecen solamente ser |guale§( cuando‘i@s\ordenamos en erQen descendiente.
nimeros con estas propiedades. Entonces podemos Asi que todavia es Cﬂhle hacer la inVestigacion “a
limitar la investigacién a ésos. mano". Encon\t*a\ras que a J’ﬁo hay ningyna "constante".
Con 3 cifras, las diferencias son: Dependiendo delmjmero inicial, |2 operacion termina en
abc - cha = (100a + 10b + ¢) = (100c + 10b + a) = 99(a—c), uno, A:I/e dos “drculos \de cuatro r\mqmeros cada uno, que
entonces aqui nos interesan solamente los multiplos de se/replten

99. Encontraras que uno de ellos es la constante con la Er’i sist con ot/s bases aplican propiedades similares.
que todo termina. /Sl IIamegZ:ﬁ ala base con\Bkg fra la dlferenC|a seria:
Con 5 cifras tenemos: L_abc—cba = (B°a + BZC +Bb+a) —0).
(10000a + 1000b + 100c + 10d + e) — (10000e + 1000d + / \fon\ces, aqui las 'fe 1cias gon multlplos de 82—1. Si

100c + 10b + a) / C noc&kas reglas de divisibilidad en otras bases (Unidad

=9999(a —e) + 990(b - d). ] "Amplzac‘to\es) podrag facilmente reconocer esos
Entonces aqui también, las diferencias son mdltiplos dg mdiltiplos. Sigue investigando .
\

99. Encontraras ademas que su cifra del medio es siempfe

\x

/ N
/A:\ 8 \\ L
> N
/ / o
. . . /’/ // S ™
Unidad 46: Decimales y fracciones / ~ T T
N ~
N
Pregunta curiosa: No es un invento mioﬁ\ el ";Fdo/ una fraccion irreducible. Después, examina: ;Existen
periddico" realmente existe. jPero no tiene nada que ver /tesiQuos que| no pueden aparecer, por alguna otra razéon?

con un "periodo"! El origen de las dos
completamente distinto.
La palabra "periodo" viene del grlegtzs 'peri{odds”/ que

IeTb{as es/ /Por. @emplﬁ si dividimos entre 12, ;bajo cudles
arcunstancyas puede darse un residuo de 2? ;Qué

/
/

?
__significarid eso para los residuos de los pasos siguientes?

significa "un camino alrededor”, o se /"una vueltat twe se7 “p¥-qué-significa eso para el dividendo original (o sea, el
repite (por ejemplo de una rueda que_gira). A eso nas "h\nlerador de la fraccién)? En consecuencia, jpodria
referimos cuando hablamos deNQJm\est decimales™._/ apargcer un residuo de 2 al dividir 1+12? ;Por qué si, o
periddicos”. / ™ \ poy qué no? — Al dividir 1+21, jpodria alguna vez darse
El "acido per-iédico", en cam fo es un compuesto\que upt residuo de 9? Haz los mismos razonamientos como
contiene iodo; y el prefijo "per-“\indica su nt]me@ N ntes. Puedes también suponer que estas dentro de una

oxidacion (como en perclorlco\be\'

0", etc) . division, y ya aparecidé un residuo de 9, y sigues
3) (El razonamiento de Ja'@) 9/75 se p\ede plificar, y \ d|V|I<I:i|er?do (jiesde alli. O sea, comienzas una dIVISIOI’.l con
inador. | un "residuo” de 9. Observa lo que pasa con los residuos

siguientes, y saca tus conclusiones.
25 tiene solamente factores SNen}nces su representaaon / 9 Y

sale 3/25. Ahora desap;\g{clo ‘el factor 3 del déno
/ / Los temas relacionados con la congruencia modular

decimal es finita.

O sea, para apllcar)a regla correc\m{nte\te\emos qu/e (Bloque 1V) pueden ayudarte a entender mejor este
asunto.

aplicarla a fracciones irreducibles. .

N o Probablemente no encuentres ninguna regla que te
Viaje de explqracwn —\Pregah 5) Aqui “también permita predecir la longitud efectiva del periodo, para
puedes examinar los residiios:que se-producen af/dividi. cualquier denominador n. Pero se puede encontrar una
Dado un denbmmador n, ¢cuantos residuos distintos son regla para su longitud mdxima (que en muchos casos es
posibles, al m“a&[no? Eso te'd \lqlongltud mixima posible menor a n-1). Y se puede demostrar (con métodos mas
del periodo. S —_ avanzados) que la longitud efectiva es siempre un divisor
Pero encontrards qué-en muchos asOs la longitud de esa longitud maxima. jSigue investigando!

efectiva del periodo es menor que la lopgitud méaxima
posible. Eso requiere una inv&tig}acién aparte, y es un
poco mas exigente. Por eso, las si\g igntes preguntas y
pautas tienen una estrellita.

*) Al efectuar la divisién, ;pueden aparecer como residuos
todos los numeros menores que el denominador? —
Primeramente, tenemos que asegurarnos de que tenemos

Pregunta 6) Habras notado que 142'857 son las cifras
que se repiten en la representacién decimal de 1/7.
Entonces, si lo multiplicamos por 7, estamos de cierta
manera calculando la representacién decimal de 7/7.
Solamente que al calcularlo de esta manera, no resulta
1.0; resulta 0.999999.. De aqui ya podemos sacar las
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siguientes conclusiones:

- La expresion 0.999999...
igual a 1.0.

- 999'999 es divisible entre 7.

Ahora puedes examinar las representaciones decimales de
fracciones con otros denominadores, y encontraras
propiedades similares. Estas observaciones permiten sacar
unas conclusiones interesantes acerca de la divisibilidad

(repitiéndose infinitamente) es

Incluso se puede generalizar esta investigacion para sis-
temas de numeracidén con otras bases (vea en la seccidon
"Amplnaaones /ﬂgesta misma Unidad). Volveremos a este
tema en el ynvel de> Secundaria Il. Pero quizas puedes
ahora ya en/contrar unas propTed@des interesantes.

Continda in el vi Qwado acerca-de_la conversién de
numeros decimales pe\rrsdgos en fracciopes. Con eso
ganaras un € tendlmlerﬁq\gdlaonal del/tema de esta

de nUmeros que consisten en puros nueves (99; 999; pregunta. /T
9999; etc). / \\\ \\ N
// | A
/o~ TN
// / NN
. IR

Unidad 70: La esfera; Coordenadas geograficas

Area y volumen de la esfera:
1) 4536 cm?  (jLos 38cm son el didmetro, no el radio!)

2) 92m3

3) 4530 =1 3 S J\“
;e 000cm “ \&

. ST
P = 1000-3 / \7
41T / /

- //
r = 10-7i = 6.2; d = 12.4cm / ”\\/ T

4m I e
(Calcula la raiz cubica con una calculadora C|eﬁt|f|ca S| no
tiene funcion de raiz cubica, usa la funcion dé\potenaa

con un exponente de 1/3.) / S

/ —

/ —

4) A = 509'295'818 km?,
5) El volumen de acero es la dlfereng/a entre Mferasf

la esfera completa (R=12cm), y el \e&Qaao vacio p&

dentro (con radlo r desconocido). Ente ces:
700 = 2p(122- 8/
. me( )

3-700
41

3 _ 453525 /
r=1 T<

= 1728 - 222 = ’11\6\m\

\\D /
Elgrosores12—116/-04cm \\
/ \ \ /

A-r
*6.a) En toda esfera, AT Para quer valores

/T
\\\ \ Ny

numéricos de/ ambos Ed\ﬁs\ sea Jiguales, ;/= 1,
entonces r-%(trlflus) Po anto V=A -\s’qr\'\

b) Segun la soTur\on de g), untriflu es un tercio del radio,
entonces 40'000=(6m)_= 2122 km: o /O

= 123-p3

~

Problemas acerca de las p?'optedades eométricas de
la esfera: >
7.a) Existen diversos razonamientos para demostrar eso.
Por ejemplo: La maxima distancia entre dos puntos de
una esfera con radio R es 2R. Pero en un circulo con un
radio >R, existen puntos que tienen entre si una distancia
>2R. Estos dos puntos no pueden ambos pertenecer a la

vl \
- \\ /‘
= 1'080' 759 292'185 kms\\ /

esfera."Ror tanto, ese Circulo~r

fe ra. \\\

podemOs}i(;r;cluw q cada corte que no pasa por el
centro, produce un circulo con un radio menor a R.
Una demostra\:\lgn geométrica:

Constos desde ¢ la normal al plano. Esta corta el
lano en M.
P ~

puede ser un corte de la

~./ Elegimos un punto cualquiera (P) en la linea de corte.

Considera el triangulo CMP:

Tiene un angulo recto en M (por construccion).
CP = R (por la definicion de la esfera).

CM es constante.

MP (=r) = YR?>- CM? (por el teorema de Pitagoras).
Ry CM tienen la misma longitud para cada punto P en la
linea de corte. Por tanto, MP (=r) también es constante.
Cada P es un punto de una circunferencia con centro M y
radio r. Eso es lo que habia que demostrar.
(Alternativamente, se puede razonar que todos los
triangulos CMP son congruentes: CM y CP constantes;
angulo recto en M.)

Otra demostracion:

Toda recta que pasa por el centro de la esfera, es un eje
de simetria rotacional perfecta. O sea, la esfera puede
rotarse por cualquier angulo, y coincide consigo misma.
(Eso es una consecuencia de la definicion de la esfera.)
Ademas, toda normal a un plano infinito es un eje de
simetria rotacional perfecto: El plano puede rotarse por
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cualquier angulo alrededor de una normal, y coincide
consigo mismo. (Eso es porque toda recta contenida en el
plano es perpendicular a la normal.)

Por tanto, CM es eje de simetria rotacional tanto de la
esfera como del plano. Entonces es también un eje de
simetria de la interseccion de ambos. Pero la Unica figura
plana con simetria rotacional perfecta es el circulo. Por
tanto, la interseccién es un circulo.

*9) Sean C1, C, los centros de las esferas, y P un punto en
la linea de corte. Entonces puedes razonar como en 8):
Todos los triangulos C4C,P son congruentes, etc
(Completa tu mismo la demostracién.)

O usando simetria rotacional: El eje, en este caso, es C1C>.
La linea de corte se encuentra en un plano normal al eje.
(Construye la interseccion de la figura entera con el plano

C1C,P  yrazona con las propiedades de los circulos, para /

demostrar que el eje es la normal.)
*10) Tres puntos definen un circulo. Un circulo en/ la
superficie de una esfera no puede tener un radio may%al
radio R de la esfera (vea 7.a).
encontrar un "circulo maximo" que encierra el circu
y por tanto los puntos mismos. El plano de este’ "circulo
méximo" pasa por el centro de la esfera (ve,a 7.b), Por/
tanto, parte la esfera en dos mitades iguales, y u@
estas mitades contiene A, B, y C. ‘\
Excepcién: jA,B,C podrian ubicarse en un tél\;;rculo
maximo"! En este caso no existe ningl]n/éirc o

que los encierre; y en este caso el enunciddo es falso.

*11) En el plano tangente, dibujamos /cualqwe ecté qué\
pase por T. Construimos el corte/con el pIano que

contiene la recta y C. En este gl\no\lq recta es una\

tangente al circulo de corte, c,on T..como._punto de
tangencia. Por tanto, la recta es perpendlcuh(a

Lo mismo aplica a todas las re
por T. Por tanto, CT es la normal\

*12) Tenemos los puntos A B,.C,D. ET\L\G
que tienen la misma dlsfan@a de Ay Bres

y B. (Vea Unidad 67) L mlsm}para los_puntos que tienen / /
la misma distancia de'By C, y de C}/\Q Eso.da tres plano/s/

que tienen su interséccién comin en un-punto:-Ese pufito

es el centro de una esfe\a con\&,\ CDen s}sugerflae Es

el mismo razona’mlen’fac o para:el_circuncircute,de un

tridngulo (Umdad 27), solaméhte extendido al espacio.

2RO
\2>4;’-\= 28.

perpendicular a AB, p;jéh(io po&gl punto m@‘o en\tre A /

13) Vea el raanamlento 3 tonces la

distancia CcM = \/& r’=

14) Podemos cortar Ia “esfera con di intos planos que
pasan por A y B. Cada uno Bi‘*ed\ce un "camino" de A a B.
Estos caminos son arcos de circulos. co distintos radios.
Notamos que el arco mas corto es @ que pertenece al
circulo con el radio mayor, o sea a un circulo maximo. En
otras palabras: El plano de corte tiene que pasar por el
centro, para que el camino sea el mas corto.

\\ o —
Entonces se puede. / \\
ABC\

Ximo /
/ en el paralélo de 30°S. El .-

/
{
AN
AN
AN
\\
/ \\\
Co/érdenadas geografzc

La cuaz@falargada ~ \\

/Observa los.dibujos: Todos los-méridianos son arcos de

x;chqus maximos__Lo paralelos en cambio, se vuelven
As-pequefios al i}ar los polos. Por eso, en
itudes~mayores, un gr 0én un paralelo mide menos

eun grado\eQ un meridiapio.

Para cakglar: \\;\

40 ' 000~
0 =M1 /9km 1~

1852 m; 1" = 30.86 m

15) El c"zh*ﬂino es a/lo largo del ecuador, cuya longitud

corresponde “a~un/Marco" de 360°. Entonces, un arco de
/27026\(d|ferenC|a de las longitudes) mide:

2\7\+§
/'40\000 —'6— 3048 km.

’16) Swhllar pero ahora estamos

“~.tamano
St
esta en

e este paralelo
proporciéon de

|

3/2 respecto al ecuador.
Entgnces, un arco de 19°50" mide:
19+ 22
40'000-—52.33 _ 1908km.
360 2

17) Un problema capcioso:

Esta situacion se puede

dar solamente en el polo d
Norte. Por tanto, tiene que
ser un oso polar. El oso es
blanco.

Husos horarios:

200

18) 360° + 24 = 15°

19) La hora depende de la rotacion de la Tierra de oeste a
este. Entonces son solamente los grados de longitud que
nos interesan. Su diferencia es 118° — 43° = 75°; entonces
75+15 = 5h.

20) La rotacion de la Tierra en un minuto es de 15°+60
:1/40:15'. Entonces la diferencia en longitud es 7-15' =
1045",
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*21) Calculamos a cuéantos grados corresponden 550km Entonces, un grado en este paralelo mide
-
en el paralelo de 45°N. Podemos 40'000-V2
P . wkm, y los 550 km corresponden a
calcular el radio de este paralelo, - 360-2 - I~
usando el "triangulo notable" con 550-360-V2/ _ 70 \‘\\\\
angulos de 45° y 90° (trlangulo R 40° 000/

\
Ya que la Tierra necesita 4 mlnutos paryotar un grado, la
rectangulo-isosceles): r =R-—

2 diferenciaen la hora I cakes 7-4 = 28 minutos.
R \ehombael bl
TN (™
. . Iy . . ./ ™
Unidad 74: Problemas diversos de repeticion e mvestlgauﬁn \\ N
/,/ o~ ) /‘/’\\\ \\

N RN

/ /
/ /

2) En un afio normal, enero coincide con octubre. En un L S~

L o : . -1 p{_p+1 hitn (mod.8)
afio bisiesto, enero con julio. (Existen algunos otros pares R B i
de meses que coinciden en los dias de la semana, perono / b 0 1 2> 0
en el nimero de dias.) ™~ 2 3 6
Si contamos un "afio" como cualquier intervalo de 12 5 3 f( 0
meses (sin empezar necesariamente en enero), entoncés — —
coinciden también: \ 3 4 5 6
- Mayo con enero del afio siguiente; J 4 |5 6 0
-y agos.to, septiembre y oFtupre con mayo, junio/ﬂuho\ s = . .
(respectivamente) del afio siguiente. 6\ 7/ 0 0
- O diciembre con marzo del afio siguiente, si éste es un/ o -
afio bisiesto. J/ W™ 7 7 0 1 0

| ~—

\ De los 8 \asos 5 son divisibles entre 8. Entonces la
3.a) 2030. (Al calcular los dias de la semana\toma en P probapllldad\‘es 5/8 = 0.625.

cuenta los anos bisiestos!) / \,\

En 2024, que es un afio bisiesto, los dl'as coingiden para
los meses de marzo a diciembre; perp no para enéfe\y
febrero, entonces no es una solucion. / /

/ \ / /
/ 5) Se pueﬂe resolver como el problema anterior. Para
N examlna/las propiedades de la Ultima cifra, tenemos que
caTcuTar mod.10:

b) 2048 (28 afios mas tarde). Eso se pu\de descubrir cof .
un razonamiento sencillo: Tiene gl ser un_afio bisiesto n |n+1 |n(n+1) (mod.10)
(como 2020), entonces la dlferenC|a Me 2 ser un 0 1 0
multiplo de 4. Y la semana tieng 7 dias, entonces v\quen ] > >
a coincidir después de 7 anos isiestos, o sea después de.
4.7=28 afos. N RS 2 3 6
Este razonamiento vale paya todos I\Nnte alos que no\ 3 4 2
encierran un afo que es divisible entre 100\p\r \ 4 5 0
400 (como p.ej. 2100); pé ue €s0s afios no son-bisiestos, |
y asi se rompe la regularldad \\ ) / > 6 0

/ L / 6 7 2
4) La expresion se factoriza (n—1) n»(n\+1)\o sea” el 7 8 6
producto de tres nugr%@ consecutivos. 8 9 >
Necesariamente / uno \de\gllos\tg\un multiplo-. de 3;
entonces el pr}aéucto es comegurlaag\ ivis |b|jz/ntre 3. 9 0 0
Solamente eda examlpar la d'V'S'bu\ d tre 8. 4 de los 10 casos son “favorables"; entonces la
Hagamos una-tabla de los 0s poablesbara el primer probabilidad es 4/10 = 0.4.

factor (mod.8), y caiculamos elp dlm@ (mo




Anexo A: Pautas y soluciones

425

6) "El nimero que cuenta sus propios digitos":
Primeramente podemos observar que la suma de los
digitos debe ser 10, porque el nimero contiene un total
de 10 digitos.

En consecuencia, las cifras no pueden ser grandes. Por
ejemplo, jpodria el nimero tener un 3 en la posicién 37
Entonces contendria 3 veces la cifra 3. Poniéndola en las
posiciones menores posibles, el nimero comenzaria con
33.3... Pero entonces contendria también 3 veces el 1; o

sea 331311.. —y con eso ya tenemos una suma de digitos
que es mayg,r’ a\‘l‘&\gor tanto, el nimero puede a lo
méaximo cor}'(’ener 2 veceseh3.

Evalia de /manera_similar: ;Realmente funciona con 2
cifras 3? /{Zuéntas vétxzs\a lo méximo\ﬁxedg ocurrir el 3?
iy el 2? c}@ 1? Asi>descartando sucgsivamente las
combinaciones \'mposibles\f,\zfebes/,\llegar a la solucion.
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7) La mesa inestable:
Observa el camino (vertical) que siguen las patas de la
mesa al girarla. En particular, compara la situacién actual

con la situacion después de un giro de 90 grados. /

Si dificultas en imaginartelo, dibuja un "perfil de altura'/'/
del suelo, a lo largo del camino que siguen las patas al

// { | L4 ‘\\\\\
. /. . SN
/ girar. Este ¢ mino_es el mismo ‘patra todas las patas, y es
™ H \\\ n " n "
circular. Puede ¢ tenEQoda clgse de "montes" y "valles".
d\dgtodos modos,. si en_yha posicion una pata estd
emasiade_alta", y en otra_posicién la misma pata esta
@asmdo Ea}a\,\ iqué tiehe que haber pasado "en el
R .. .
caminoe!? - Saca tus eonclusiones.
O\\\ SQ\

8) x-(x+17) = 6900,
2 [x)? 65
9) x _(E) =3042, x =213

x =75, el otro lado = 92 o

10) x-(24-x) = 125,  x =12+1/19
11.a) El radio del circulo es 1/3 dela
mediana (= altura), = l'%-

‘ , 2.3

= l c—TT,
Area (circulo) % ™
Avrea (triangulo) = 12'% .

La _proporcién  entre  ambas, “-simplificada,

Lg\f ~605%. /N
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b) El radio del circulo es la apGtema l'%- ‘\El{e’&%l
hexagono es igual a 6 triéngq{&\egu' ateros. T \
Resultado final: = 90.7%. \\\ \
*c) En la Unidad 66 her%s\\\/isto que la diag

. [541 /", ) ,
pentagono es l-* 2+ / Ca‘reql\ar\la\gpotema requiere un /
U /

poco de ingenio y pérseveranci\gj th&\una de va iy{/
posibilidades (vea e(siguiente dibujo): ™ T~ 7
Calculando angulos, des\cubrimgs\que el trTénguI BCE es
/™ N O N
isosceles. Entoncés BG-= d: S )
/ \\\\\ \\\
/ ~\ O

N

/,@Tﬁé\ngulos ADC y AHO son semejantes. Entonces:
/ )

“«_

a:cy

=(d+£);ADI- a:M.
2 2AD

ADAEH (altura del pentagono), se puede calcular usando
eltriangulo rectangulo ADE:

> T
AD = dz—(é) =200,

se puede simplificar la raiz doble.
Remplazando en la férmula anterior, racionalizando el
denominador y simplificando, obtenemos:
q = )10V5+25
10
Esto nos permite ahora calcular las areas tanto del
pentdgono como del circulo inscrito. Resultado final:

Desafortunadamente no

i Je
1'(\102\;—’5+25 ~ 86.5%.




